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Abstract

Diese Arbeit untersucht Kreuzrelationen zwischen natirlichen Produktzerlegungen,
der KQ-Struktur, komplementaren CRT-ldempotenten und dem Triatrad.
Ausgangspunkt ist die Parabelfamilie N = g% — aq, in der das Geradon a = q — p den
Faktorabstand beschreibt und der g-Vektor naturliche Produktpaare relativ zum reellen
KQ-Referenzpaar parametrisiert. Aus komplementaren CRT-Idempotenten werden

ganzzahlige Quotienten Q,,Q, abgeleitet, fur die insbesondere die exakten

Beziehungen Q,Q, = C(C + 1) und N = Q; + Q, +/4Q,Q, + 1 gelten. Daraus folgt der
Synadron-Dreiwertesatz
G(Q) +G(Q,) =G(N) + ¢, g € {—1,0,+1}.

Die Verbindung mit dem Triatrad ermoglicht eine zuséatzliche Lokalisierung des
grolReren Quotienten Q.. Fur echte ungerade Semiprime auf3erhalb der Familien g =
3p + 2 wird gezeigt, dass Q. ausschlie3lich in den beiden oberen Triatrad-Bandern
liegen kann; fur diese beiden Familien bleibt der Grenzfall offen. Dartiber hinaus zeigt
sich, dass die grundlegende Synadron-Struktur und der Dreiwertesatz nicht auf

Semiprime beschrankt sind.

Schlisselworter:  KQ; Synadron; Parabelverschiebung; Geradon; g-Vektor;
Produktzerlegung; CRT-Idempotenten; CRT-Quotienten; Triatrad; Triatrad-Bander;

Semiprime; arithmetische Kreuzrelationen
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1 Einleitung

1.1 Gegenstand der Arbeit

Eine natirliche Zahl kann gleichzeitig in unterschiedlichen arithmetischen Strukturen
auftreten. Eine Produktzerlegung beschreibt sie tiber zwei Faktoren, die KQ-Struktur!
ordnet ihr eine kanonische Parabelkoordinate zu, das Triatrad? erzeugt aus ihr einen
deterministischen rekursiven Abstiegsweg, und fiir geeignete zusammengesetzte
Zahlen entstehen aus komplementaren CRT-ldempotenten weitere ganzzahlige
Grollen. Diese Konstruktionen besitzen zunéchst unterschiedliche Definitionen und
unterschiedliche mathematische Ausgangspunkte.

Die vorliegende Arbeit untersucht Beziehungen, die sichtbar werden, wenn diese
Strukturen in einem gemeinsamen KQ-Koordinatensystem betrachtet werden. Im
Mittelpunkt stehen dabei nicht die isolierten Eigenschaften einer einzelnen
Konstruktion, sondern  Ubergange zwischen ihnen. Eine allgemeine
Parabelverschiebungsfamilie beschreibt natirliche Produktpaare durch einen
Verschiebungsparameter. Der zugehdrige g-Vektor verbindet diese
Produktdarstellungen mit dem kanonischen KQ-Produktpaar. Aus komplementaren
CRT-ldempotenten werden zwei ganzzahlige Quotienten abgeleitet, deren Summe
und Produkt zusatzliche exakte Relationen erflillen. Das Produkt dieser Quotienten
erzeugt erneut einen KQ-Produktkdrper und damit einen weiteren g-Vektor.
Schliel3lich liefern die durch den Triatrad-Abstieg erzeugten KQ-Gruppen natirliche
Bandgrenzen, innerhalb derer die CRT-abgeleiteten Quotienten lokalisiert werden

koénnen.

Die Bezeichnung Synadron wird in dieser Arbeit fur diese gekoppelte
Quotientenstruktur verwendet. Sie bezeichnet nicht die klassischen CRT-
Idempotenten selbst und auch nicht lediglich das ungeordnete Paar der daraus

abgeleiteten Quotienten. Gemeint ist die zusatzliche Struktur, die durch deren

! MeiRner, A. (2025). KQ-KFS-Strukturen: Zur geometrischen Emergenz arithmetischer Realitit. Eine Analyse
Kanonisch-Quasiquadratischer Gruppen (KQ) und K-Fokaler-Schalenstrukturen (KFS) als Strukturformen
informationstragender Rdume. Zenodo. https://doi.org/10.5281/ZENODO.15683651

2 MeiRner, A. (2026). Das kanonische Triatrad der natirlichen Zahlen. Eine Vierbaumzerlegung und das offene

Problem der terminalen Klassenzuordnung. Zenodo. https://doi.org/10.5281/zenodo.21603457



algebraische  SchlieBungsrelationen, ihre KQ-Gruppenbeziehung und ihre
Verbindungen zu weiteren unabhangig definierten arithmetischen Konstruktionen

entsteht.

Ein wesentliches Ziel der Arbeit besteht darin, klassische und neu eingefuhrte Begriffe
klar voneinander zu trennen. Komplementare CRT-ldempotenten sind klassische
Objekte. Neu untersucht werden die daraus abgeleiteten Quotienten, deren innere
Relationen sowie ihre Einbettung in die Parabelverschiebungs-, KQ- und Triatrad-
Struktur.

1.2 Uber Faktordarstellung zur geometrischen Produktkoordinate

Die Ubliche Darstellung eines naturlichen Produktes verwendet zwei Faktoren. Fir ein
geordnetes naturliches Teilerpaar sei

N =pq,

wobei
1<p<q.

Die beiden Faktoren erscheinen in dieser Schreibweise als gleichberechtigte Grol3en.
Fur die in dieser Arbeit betrachtete geometrische Beschreibung wird diese Symmetrie
bewusst aufgegeben. Statt des kleineren Faktors p wird sein Abstand zum gréf3eren
Faktor g verwendet.

Dieser elementare Koordinatenwechsel bildet den Ausgangspunkt der
Parabelverschiebungstheorie. Die mathematische Aussage besteht nicht darin, dass
ein Faktor durch eine Differenz ersetzt werden kann. Entscheidend ist, dass samtliche
natlrlichen Produktpaare dadurch in eine gemeinsame Parabelfamilie eingeordnet
werden kénnen und dass diese Familie eine ausgezeichnete Referenzparabel enthalt,
die mit der KQ-Struktur zusammenfallt.

1.3 Ziel der Kreuzbetrachtung

Die Parabelverschiebung allein bestimmt aus einer gegebenen Zahl N noch keine
unbekannte nichttriviale Produktzerlegung. Ebenso liefert die spatere Synadron-
Struktur fir sich genommen keine direkte Faktorisierungsvorschrift. Gegenstand

dieser Arbeit ist deshalb nicht die Behauptung eines Faktorisierungsverfahrens.



Untersucht wird vielmehr, ob unterschiedliche Strukturen gegenseitig Informationen
Uber ihre moglichen Positionen liefern. Dazu werden zunachst die
Parabelverschiebung und der g-Vektor allgemein entwickelt. Anschliel3end werden die
aus komplementaren CRT-Idempotenten entstehenden Quotienten untersucht. Deren
Produkt fuhrt erneut in die Parabelverschiebungsstruktur zurtick. Der Triatrad-Abstieg
erzeugt schlie3lich unabhangig davon eine Folge kanonischer KQ-Gruppen, durch die
sich der mogliche Aufenthaltsbereich des gréleren CRT-abgeleiteten Quotienten

einschranken lasst.

Die zentrale methodische Idee besteht damit in einer Ubersetzung verschiedener
arithmetischer Konstruktionen auf eine gemeinsame Koordinatenachse. KQ dient in
diesem Zusammenhang nicht als Voraussetzung der klassischen CRT-Arithmetik und
auch nicht als Voraussetzung des Triatrad-Beweises. Es dient als gemeinsames
Koordinatensystem, in dem Beziehungen zwischen urspriinglich getrennten

Strukturen formulierbar werden.



2 Die Parabelverschiebungstheorie

2.1 Elimination des kleineren Faktors

Es sei
N =pq
mit naturlichen Faktoren

1<p=<qg

Die Symbole p und g bezeichnen in diesem Kapitel zunachst lediglich die beiden
geordneten Faktoren. Eine Primzahleigenschaft wird nicht vorausgesetzt.

Der Faktorabstand wird definiert durch
a=q-—p.
Daraus folgt
p=q-a
Die urspriingliche Produktgleichung geht damit tber in
N =q(q—-a),
also
N = ¢ — aq.

Der kleinere Faktor p ist aus der Gleichung eliminiert. Fir gegebenes g wird seine
frihere Rolle vollstandig vom Verschiebungsparameter a tbernommen. Aus g und a
kann der Faktor jederzeit rekonstruiert werden:

p=q-a
Diese Darstellung besitzt eine unmittelbare geometrische Interpretation. Fir festes g
durchlauft der zweite Faktor bei wachsendem a die Folge

q9,9—-1,q—-2,q-3,..,1

Ein bestimmter Faktor p ist damit genau die Station

p=q-—a
innerhalb dieser Folge. Entsprechend wird das Produkt N = pq zu einer bestimmten

Position innerhalb einer vollstdndigen Familie von Produktparabeln.



Die Eliminierung von p ist deshalb nicht als Verlust der Faktorinformation zu verstehen.
Die Information wird lediglich von der Koordinate p in die Verschiebungskoordinate a

uberfihrt.

2.2 Die a-Familie

Aus
N=¢q%*-aq
entsteht die Parabelfamilie
P.(x) = x?% — ax.

Die Bezeichnung Parabelverschiebung lasst sich unmittelbar durch quadratische

Erganzung sichtbar machen:

Pa(x) = (x - %)2 _aIZ.

Damit besitzt jedes Familienglied den Scheitelpunkt

S_a a?
a7\2" 4 )

Mit wachsendem a verschiebt sich der Scheitel sowohl horizontal als auch vertikal,
wahrend die quadratische Grundform unveréndert bleibt. Der Parameter a bestimmt
damit unmittelbar die geometrische Position des jeweiligen Familiengliedes.

Far ein naturliches Produktpaar mit oberem Faktor g gilt

N =q(q - a).
Ein solches Produkt entspricht somit einem Punkt derjenigen Parabel #,, deren

Verschiebungsparameter mit dem Abstand der beiden Faktoren tbereinstimmt.

2.2.1 Der Ausgangsfalla =0

Far
gilt

Bei x = q erhalt man



N = ¢

Die beiden Faktoren stimmen tberein. Der Fall a = 0 bildet damit den quadratischen

Ausgangspunkt der Familie.

2.2.2 Die erste Verschiebung a =1

Far
a=1
folgt
Pi(x) = x* — x.
Bei x = g qilt
N =q(q-1).

Dies ist genau die Grundparabel der KQ-Struktur. KQ erscheint damit innerhalb der
Parabelverschiebungsfamilie als das erste verschobene Glied unmittelbar nach der
Quadratparabel.

Die beiden ersten Positionen der Familie lauten daher

und

Diese Stellung wird im weiteren Verlauf wesentlich, da die KQ-Parabel als Referenz

fur die Transformation zu den Ubrigen Produktparabeln verwendet werden kann.

2.2.3 Weitere Verschiebungen a > 2

Fur grol3ere Verschiebungen entsteht die Folge
a=2: P,(x) = x% — 2x,
a=3: P3(x) = x% — 3x,
a=4: Py(x) = x? — 4x,
und allgemein
a>2: P, (x) = x? — ax.
FuUr einen festen oberen Faktor g ergibt sich entsprechend die Produktfolge

q%
10



q(q — 1),
q(q — 2),
q(q —3),

Ein konkretes natirliches Produktpaar N = pg mit p < q besitzt die Position
a=q—p.
Die Parabelverschiebung ordnet damit samtliche naturlichen Produktpaare mit festem

oberen Faktor g in eine gemeinsame geometrische Familie ein.

2.2.4 Der Randfalla=q—1

Die grof3te Verschiebung, bei der der zweite naturliche Faktor noch positiv ist, lautet

a=q—1.

Dann gilt

und folglich

Damit reicht die nattrliche Verschiebungsfolge bei festem g von
qZ
bis zum trivialen Faktorprodukt
q -1l
Die vollstandige Entwicklung besitzt somit die Form
q*, q(@—1), q(q —2),..,q(q — @), ..., q.

Der kleinere Faktor eines konkreten Teilerpaares erscheint innerhalb dieser
Darstellung als die Station

q—a.

Seine Lage ist durch a vollstdndig bestimmt.
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2.3 Das Geradon

Der Verschiebungsparameter a wird im Folgenden als Geradon bezeichnet. Das
Geradon ist keine zusatzliche Grolle neben a, sondern der Name dieser bereits
definierten Verschiebungskoordinate.

Fir ein geordnetes natirliches Produktpaar gilt damit

a=q-—p.
Das Geradon besitzt zwei unmittelbar &quivalente Bedeutungen. Es ist einerseits der

additive Abstand der beiden Faktoren. Andererseits bestimmt es diejenige Parabel

P.(x) = x% — ax,

auf der die betreffende Produktdarstellung liegt.

Fur eine Zahl mit mehreren natirlichen Teilerpaaren entsteht entsprechend fur jedes
geordnete Teilerpaar eine eigene Geradon-Position. Die Parabelverschiebung ist
daher nicht auf Semiprime beschrankt. Sie beschreibt natirliche Produktzerlegungen

allgemein.
Erst bei einem echten Semiprim
N =pq

mit zwei verschiedenen Primfaktoren p < q erhalt dieselbe Grol3e die spezielle
Bedeutung des Primfaktorabstandes. Die Definition des Geradons selbst bendtigt

diese Primzahleigenschaft jedoch nicht.

2.4 KQ als Referenzparabel der Familie

Fur eine positive reelle Zahl N sei t, die positive Losung von

N =t,(t; — 1).
Damit gilt
1++V4N +1
tq == f.
Weiter sei
ty =t;—1
Dann folgt unmittelbar
tptq = N.

12



Das Paar
(tp, tq)
ist somit eine kanonische reelle Produktdarstellung von N auf der Parabel
y =x?—x.
Im Allgemeinen sind ¢, und t, keine natlrlichen Teiler von N. Sie bilden vielmehr das

reelle Referenzpaar, von dem aus natirliche Produktpaare derselben Zahl
beschrieben werden kénnen.
Da

liegt dieses Referenzpaar auf dem Familienglied

a=1.

KQ besitzt damit innerhalb der Parabelverschiebung eine ausgezeichnete Stellung:
Die KQ-Parabel ist die erste Verschiebung nach der Quadratparabel und liefert
zugleich fur jedes positive N ein eindeutig bestimmtes reelles Produktpaar.
Ist zusatzlich ein natirliches Teilerpaar

N =pq
mit

pP=q

gegeben, so kann dessen Lage relativ zu diesem reellen KQ-Referenzpaar

beschrieben werden. Diese Transformation fuhrt zum g-Vektor.

2.5 Der g-Vektor

Fur ein festes N seien

tptq =N
die reellen KQ-Referenzkoordinaten mit
tg = t, + 1.
Weiter sei
N =pq

ein natdrliches Teilerpaar mit

13



p=<q.

Der zu diesem naturlichen Produktpaar gehdrende g-Vektor wird definiert durch

g:i
tq

Damit gilt
q=Jgt,
Da sowohl das reelle KQ-Paar als auch das natirliche Teilerpaar dasselbe Produkt N
besitzen,
pq = typty,
folgt gleichzeitig
tP

p=—
g

Der g-Vektor verbindet somit das reelle KQ-Referenzpaar mit dem gewdhlten

naturlichen Produktpaar:
tp
(tp, tq) g (E,g tq).

Die Produktinvarianz ist unmittelbar:

o t =t,t, =N
_.g — — .
g q r-q

Der g-Vektor verandert daher nicht das Produkt. Er beschreibt die Transformation der
beiden reellen KQ-Faktoren in ein anderes Produktpaar derselben Zahl.
Nicht jeder positive reelle Wert von g erzeugt dabei ein natirliches Teilerpaar. Ein g-

Wert gehort genau dann zu einer natirlichen Produktzerlegung von N, wenn
gts €N
und

t
LeN.
g

Besitzt N mehrere natirliche Teilerpaare, so besitzt jedes dieser Paare einen eigenen

zugehdorigen g-Wert. Die Definition ist damit nicht auf Semiprime beschrank.

14



2.6 Die ausgezeichnete Referenzposition g =1

Der Wert
g=1

lasst das reelle KQ-Referenzpaar unverandert:
t
(Tp’ 1- tq) = (tp tq)-

Damit entspricht

exakt der KQ-Referenzposition

a=1.

Hierbei ist zu unterscheiden, ob das KQ-Referenzpaar selbst ganzzahlig ist. FUr eine

allgemeine Zahl N sind t,, und t, reelle GréRen. Nur wenn N selbst eine Rechteckzahl

N=m(m+1)

ist, werden beide KQ-Koordinaten ganzzahlig und bilden zugleich ein natirliches
Teilerpaar.
Die Position g = 1 bleibt jedoch unabhangig davon die kanonische reelle Referenz der

gesamten Transformation.

Fur die Quadratposition

a=20
gilt
p=q=+N.
Da fur positive N
VN < ¢,
gilt, folgt
VN
g=—"x1

Fir eine naturliche Produktdarstellung mit

a=?2

gilt dagegen
q—-p>tg—t, =1
15



Da die Geradonfunktion des folgenden Abschnitts streng monoton mit g wéachst und

bei g = 1 den Wert 1 annimmt, folgt
a=z2 > g>1.

Damit besitzt die Parabelverschiebungsfamilie die Ordnung
a=0 & g<1l,
a=1 & g=1,
a=2 & g>1,

wobei g = 1 die reelle KQ-Referenzposition bezeichnet und ein natirliches Teilerpaar

auf dieser Position nur im ganzzahligen KQ-Sonderfall vorliegt.

2.7 Kopplung von Geradon und g-Vektor

Geradon und g-Vektor beschreiben fur festes N dieselbe Produktverschiebung in zwei

unterschiedlichen Koordinaten.
Far ein naturliches Produktpaar gilt

a=q—p
Mit
q=49t,
und
p = o
g
folgt unmittelbar
tp
aW)=g%—E-

Damit ist das Geradon bei gegebenem zulassigem g-Wert vollstandig bestimmit.

Die beiden Bestandteile besitzen eine direkte Produktbedeutung:

gty =4q
und
o,
Daher ist
a(g) =q—p-

16



Fur die KQ-Referenzposition
g=1
folgt
a(l)=t,—t, =1

Die Abhangigkeit ist fur positive g streng monoton. Es gilt

d 2
dga(g)_ q gz'

Da
t, >0
und
tg >0
sind, folgt
d >0

Somit besitzt jeder Geradonwert hochstens einen positiven zugehérigen g-Wert.

Die Beziehung lasst sich umkehren. Aus
ty
a=4g tq - E
folgt
tyg* —ag —t, = 0.

Die positive Losung lautet

2
a+.a*+ 4tptq

g(a) = 2t,
Mit
tptqg =N
ergibt sich
a++vVa?+ 4N
9@ =——F—"

q

Fur festes N stehen Geradon und g-Vektor damit in einer eindeutigen kontinuierlichen
Beziehung:
aeg.
17



Die naturlichen Produktzerlegungen bilden innerhalb dieser kontinuierlichen
Beziehung die diskreten Werte, fiir die die erzeugten Faktoren tatséachlich naturliche

Zahlen sind.

2.8 Rekonstruktion und Ganzzahligkeitsbedingung

AuSs
N=gq(q—a)

folgt
q*—aq—N =0.

Die positive Losung ist

a++va?+ 4N
q = 2 "
Der zweite Faktor lautet
p=q—aq,
also
va?+ 4N —a
p=—"05—
2

FUr ein beliebiges reelles a > 0 liefern diese Formeln zunachst ein reelles Produktpaar
mit Produkt N. Im Zusammenhang mit natirlichen Produktzerlegungen ist das
Geradon dagegen ganzzahlig:

a € Zsy.

Fur einen solchen ganzzahligen Geradonkandidaten entsteht genau dann ein
naturliches Teilerpaar, wenn die Diskriminante
a?+ 4N

ein vollstandiges Quadrat ist. Es muss also ein b € N existieren mit

b? = a? + 4N.
Dann gilt
_a+b
1=
und
_b—a
P="
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Da
b? —a? = 4N,
gilt
b? = a? (mod 4).
Quadratzahlen sind modulo 4 nur zu 0 oder 1 kongruent. Daher besitzen a und b

dieselbe Paritat, sodass

a+b c7
2
und
b—a c7
3 :
Wegen N > 0 folgt auRerdem
b>a,

und damit
p >0, q > 0.

Die natirlichen Teilerpaare von N kdnnen somit als diskrete Ganzzahligkeitstreffer
innerhalb der kontinuierlichen Parabelverschiebungsfamilie charakterisiert werden:
a’ + 4N = b?, a€Zs, beEN.

Diese Bedingung ist aquivalent zu
(b—a)(b+a)=4N.

Fir einen solchen Treffer kdnnen die beiden Faktoren unmittelbar aus a rekonstruiert
werden:
a++va?+ 4N
2 )
va2+ 4N —a
5 :
Alternativ gilt iber den zugehdrigen g-Vektor

q:

p:

q=91tq

und

~

p

p=—
g
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Die Elimination des kleineren Faktors am Beginn der Parabelverschiebung ist damit
vollstandig reversibel. Die Faktorinformation wird nicht entfernt, sondern von der
Koordinate p in die Verschiebungskoordinate a Uberfihrt. Die zusatzliche
Quadratbedingung kennzeichnet genau diejenigen ganzzahligen Geradonpositionen
der kontinuierlichen Parabelfamilie, die natirlichen Teilerpaaren entsprechen.

2.9 Beispiel N =589

Fir die naturliche Produktdarstellung

589 =19-31
gilt
p=19
und
q = 31.
Das Geradon betragt
a=q—-p=12

Der kleinere Faktor kann daher geschrieben werden als
p=q—a=31-12=19.

Die Produktdarstellung geht tber in
N = g% — aq.
Fur das Beispiel folgt
589 = 312 —12-31.
Damit liegt das Produkt bei g = 31 auf der Parabel
:Plz(X) = x2 — 12x.

Die KQ-Referenzkoordinaten derselben Zahl sind

142357

tq > ~ 24.77447219

und
t, =ty — 1 ~ 23.77447219.

Der zu diesem Produktpaar gehérende g-Vektor ist
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31
g =—~1.25128801.
tq

Gleichzeitig gilt

_b
19

g
Die Geradonfunktion reproduziert daraus wieder exakt den Faktorabstand:
tP
a(g) =gtq—5= 31 -19 = 12.
Das Beispiel zeigt damit die drei aquivalenten Beschreibungen desselben Produktes:

589 =19-31,

589 = 312 — 12 - 31,

und
tP
(19,31) = (E,g tq>.

Die erste Darstellung verwendet zwei Faktoren. Die zweite eliminiert den kleineren
Faktor zugunsten des Geradons. Die dritte beschreibt dasselbe Produktpaar als

Transformation der KQ-Referenzkoordinaten.

2.10Semiprime als Spezialfall

Die bisherige Konstruktion setzt keine Primfaktoren voraus. Sie gilt fur jedes natrliche
Teilerpaar eines positiven N. Fir ein echtes Semiprim wird lediglich eine zusétzliche

arithmetische Bedingung eingefihrt.

Sei
N =pq
mit verschiedenen Primzahlen
p <q.
Dann bezeichnet das Geradon
a=q-p

den Abstand der beiden Primfaktoren. Die Parabeldarstellung lautet unverandert

N = q% — aq.
Ebenso bleibt die g-Transformation unverandert:
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und damit

tP
a(g) =gty — 7

Der Semiprimfall ist somit keine eigene Parabelverschiebungstheorie. Er ist eine
spezielle Teilmenge der allgemeinen natirlichen Produktstruktur, bei der beide
Faktoren zuséatzlich prim sind.

Diese Trennung wird im Folgenden wichtig. Die allgemeine Parabelverschiebung und
der g-Vektor werden spater auf einen Produktkdrper angewendet, dessen Faktoren
keine Primzahlen sein mussen. Gerade diese erneute Anwendung fuhrt zu einer der

zentralen Kreuzrelationen der vorliegenden Arbeit.
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3 Komplementare CRT-ldempotenten und abgeleitete

Quotienten

3.1 Klassische Ausgangsstruktur

Fir den folgenden Abschnitt sei zun&chst ein echtes Semiprim gegeben,

N = pq,
wobei p < q verschiedene Primzahlen sind. Nach dem chinesischen Restsatz besitzt
der Restklassenring modulo N neben den trivialen Idempotenten 0 und 1 genau zwei
nichttriviale Idempotenten. Flr ihre positiven Standardrepréasentanten seien die
Bezeichnungen e; und e, verwendet.

Sie kdnnen durch die gemischten Kongruenzbedingungen charakterisiert werden:
e; = 0 (mod p), e; =1 (mod q),
und
e, =1 (mod p), e, = 0 (mod q).
Damit gilt fur beide
e? = e; (mod N).
Die beiden Idempotenten sind komplementar. Da
e; +e; =1 (mod N)
gilt und beide positiven Standardreprasentanten zwischen 1 und N — 1 liegen, folgt
el + 62 = N + 1

Diese ldempotentenstruktur ist klassisch. Gegenstand der folgenden Untersuchung
sind die aus ihr abgeleiteten ganzzahligen Quotienten und deren zusatzliche

Beziehungen.

3.2 Die abgeleiteten CRT-Quotienten

Aus der Idempotenz
e? = e; (mod N)
folgt
N | ei(ei - 1)
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Daher sind die beiden GréRen

_ei(e;—1)

Q; N

ganze Zahlen.
Die GroRen Q, und @, werden im Folgenden als abgeleitete CRT-Quotienten
bezeichnet. Sie sind nicht mit den Idempotenten selbst identisch, sondern entstehen

erst durch Division der jeweiligen Idempotenzdifferenz durch N.
Da die Funktion
e e(e—1)

fur positive e > 1 monoton wachst, bleibt die Reihenfolge der Idempotenten erhalten.
Far

e_ = min(eq, e,), e, = max(eq, e;)

gilt daher auch
Q- = min(Qy, Q2), Q4+ = max(Qq, Q7).

Die Differenz der beiden Quotienten besitzt eine besonders einfache Form:
es(es—1)—e_(e_.—1)

Q: —Q-= N
Faktorisieren liefert
0,-g =Gmete D
Wegen
e,+e_=N+1
folgt

Qy —Q-=e; —e_.

Die Differenz der beiden komplementaren Idempotenten wird somit unverandert auf

die beiden abgeleiteten Quotienten tbertragen.

3.3 Eine weitere ganzzahlige Grol3e
Aus der Komplementaritat folgt auch
e; —1 = —e; (mod N).

Damit gilt
24



(e4—1D(e;—1) = —(e; — 1)e; =0 (mod N).

Folglich ist

(e1 —D(e;— 1)

C= N

eine ganze Zahl.
Zwischen C und dem Produkt der beiden ldempotenten besteht eine unmittelbare

Beziehung. Es gilt
e1e;—(e1—1(e;—1)=e; +e;, — 1.
Mit
eq+e,=N+1
folgt
e1e; —(eq —1)(e; —1) =N.

Nach Division durch N erhalt man

e €
—=C+ 1.
N

Damit treten aus demselben komplementaren Idempotentenpaar zwei unmittelbar

aufeinanderfolgende ganze Zahlen auf:

und
C+1.

3.4 ProduktschlielBung der CRT-Quotienten

Das Produkt der beiden abgeleiteten Quotienten lautet

e1(e; —1ey(e; — 1)
N2 |

010, =

Die Faktoren kbnnen neu gruppiert werden:

e,€, ) (es—1D(e;— 1)
N N '

0,0, =

Mit

und
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(e1—1)(ez—1)

N C
folgt
0:1Q; = C(C +1).
Setzt man
H = Q10>
so gilt damit exakt
H=C(C+1).

Das Produkt der beiden CRT-Quotienten ist folglich stets eine Rechteckzahl aus zwei
aufeinanderfolgenden nattrlichen Zahlen.
In der KQ-Struktur ist

c(C+1)

ein NO-Pol. Seine reellen KQ-Koordinaten sind ganzzahlig:
t,(H) =C,

tq(H) =C+ 1.
Entsprechend gilt fur den ganzzahligen KQ-Index
G(H)=C+1.

Dabei ist zwischen dem KQ-Index und der strukturellen Lage zu unterscheiden. Der
WertH = C(C + 1) tragtden Index C + 1, ist als Rechteckzahl jedoch der NO-Pol dieser
KQ-Gruppe und kein regulares Gruppenmitglied.

Die CRT-Quotienten erzeugen somit aus ihrer ProduktschlieBung exakt einen neuen
KQ-NO0-Korper. Diese Eigenschaft bildet spater die Grundlage fir die erneute

Anwendung des allgemeinen g-Vektors auf

H=0Q-0,.

3.5 Summenrelation der Quotienten

Auch die Summe der beiden Quotienten lasst sich vollstandig auf N und C
zuruckfihren:

er(e; —1) +ey(e, — 1)
N :

Q1 +0Q; =

Fir den Zahler gilt
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el +es—e —e,.

Mit

éq + e, = N + 1
und

elez = N(C + 1)
folgt

el +e2 = (e, +ey)% — 2ee,.

Daher ergibt sich
Q:+Q,=N—-1-2C.
Nach Umstellung folgt
Aus
Q:10;=C(C+1)

ergibt sich gleichzeitig

40,0, +1=4C(C+ 1)+ 1.
Die rechte Seite ist ein vollstandiges Quadrat:

4C(C+1)+1=(2C+ 1)2
Da C = 0 gilt,

Damit erhalt die Summenrelation die symmetrische Form
N =0Q;+Q, + /40,0, + 1.
Aquivalent gilt
(N—-0Q:1— Qz)z = 40,0, + 1.

Diese Beziehung enthalt die Ausgangszahl N ausschlie3lich zusammen mit den
beiden abgeleiteten Quotienten. Die Hilfsgro3e C ist fur ihnre Formulierung nicht mehr

erforderlich.

3.6 Eine exakte Quadratwurzelrelation

Die ProduktschlieRung erlaubt eine weitere Darstellung. Aus
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0,0, =C(C+1)
und
Q,+Q,=N—-1-2C
folgt
(Vi +1Q2)* = Q1 + Q2 + 2010,

Damit ergibt sich

(O +/Q)? =N —1-2C+2,/C(C+1).
Folglich ist

N - (JQi +Q)? =2C +1-2,/C(C + ).
Die rechte Seite lasst sich als Quadrat schreiben:

2C+1-2/C(C+1)=C+1-VC)~

Somit gilt exakt
N—(/Q: +/Q)? = (VC+1-V0)%

Da
0<(WC+1-vV0)?<1

fur € > 1 gilt, folgt unmittelbar
N-1<GQ +/Q@)%<N.

Nach Wurzelziehen erhalt man

VN —1<./Q; +Q, < VN.

Die beiden abgeleiteten Quotienten besitzen damit eine gemeinsame
QuadratwurzelgréRe, die stets in dem schmalen Intervall zwischen vN —1 und VN
liegt.

Diese Beziehung wird spater fur die diskrete KQ-Gruppenrelation relevant. Sie zeigt
bereits auf kontinuierlicher Ebene, dass die beiden Quotienten nicht unabh&ngig

voneinander verteilt sind.

3.7 Der zweite Produktkdrper und der g-Vektor gy

Die allgemeine Definition des g-Vektors aus Kapitel 2 kann unmittelbar auf den neuen

Produktkorper
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H=0_04
angewendet werden.
Da
H=C(+1)
gilt, besitzt H das KQ-Referenzpaar
(C,C +1).
Das naturliche Produktpaar ist dagegen

(Q—' Q+)

Nach der allgemeinen Definition des g-Vektors folgt daher

Q4+
cC+1

gy =

Gleichzeitig gilt

Damit ist

IHETF1 T Qo

Der Index H kennzeichnet dabei lediglich den Produktkérper, auf den der bereits
allgemein definierte g-Vektor angewendet wird. gy ist keine neue Art von Vektor.
Durch Einsetzen der CRT-Darstellungen lasst sich gy direkt auf die beiden

komplementaren Idempotenten zurickfihren. Es gilt

e.(es—1)
Qi = : +N
und
e_e,
C+1= .
* N
Daraus folgt
e+ - 1
9n =

e_

Der g-Vektor des Quotientenproduktes ist somit unmittelbar durch das urspriingliche
komplementare Idempotentenpaar bestimmit.
Da
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(e, —1)+e_=N,

folgt auRerdem

9 _ &+~ 1
1+ gy N
Entsprechend gilt
1 e
1+gy N’

Damit parametrisiert g, die komplementare Aufteilung von N zwischen e_ und e, — 1.

3.8 Riuckfiuhrung von Q, auf gy

Setze
u = 9u
1+gy
Dann gilt
€+ - 1 = Nu
und damit
e, =Nu+1.
Fur den groBeren Quotienten folgt daher
_es(e—1)
Q+ = N
Einsetzen ergibt
_ (Nu+1)Nu
+ = N .
Somit
Q. = Nu? + u.
Wegen
U= 9u
1+ 9u

erhalt man die direkte Darstellung

Iu ) 9u
=1v( )+ .
Q+ 1+gH 1+gH
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Der grol3ere CRT-Quotient ist damit bei gegebenem N vollstandig durch den g-Vektor
des Quotientenproduktes bestimmt.

Diese Beziehung wird spater eine unmittelbare Verbindung zu den Triatrad-Bandern
ermoglichen. Die Parabelverschiebung liefert Uber gy eine Kkontinuierliche
Produktkoordinate, wéahrend der Triatrad dieselbe Grof3e uber diskrete KQ-

Gruppengrenzen lokalisiert.

3.9 Faktorinformation im gekurzten gy

Seij

A

9H=§

die vollstandig gekirzte Darstellung mit teilerfremden positiven natirlichen Zahlen A
und B.
Aus

€+—1

gn =

folgt, dass mit
d=gcd(e; —1,e.)

die Darstellungen

€+—1:dA
und

e_ =dB
gelten.
Wegen

(e, —1)+e_=N
folgt unmittelbar
N =d(A + B).
Damit gilt allgemein

A+B|N.

Die Gro3e A + B ist somit nicht lediglich eine Folge der Kiirzung von g, sondern selbst

ein Faktorblock der Ausgangszahl.
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Die Bedeutung des Kirzungsfaktors d lasst sich ebenfalls direkt bestimmen. Aus
€+ - 1 = N —e_

folgt
d =gcd(ey —1,e_) =gcd(N —e_,e_) = gcd(N, e_).

Da e_ ein nichttrivialer Idempotent modulo N ist, ist dieser gréf3te gemeinsame Teiler
ein echter nichttrivialer Faktorblock von N.

Im Semiprimfall

N =pq
mit verschiedenen Primzahlen p < q gilt daher
d €{p,q}.

Da
N =d(A+ B),

muss A + B der jeweils komplementére Primfaktor sein. Somit gilt
{d,A+B}={p,q}.

Insbesondere folgt
A+ Be{p,q}

Die gekdrzte rationale Darstellung von gy enthélt damit die beiden komplementaren
CRT-Faktorblécke in zwei verschiedenen Formen: Der herausgekiirzte gemeinsame
Faktor d liefert den einen Faktorblock, wahrend die Summe von Zahler und Nenner
den anderen liefert.

Diese Beziehung stellt keine Faktorisierungsmethode aus N allein dar. Die
Bestimmung von gy setzt die zugehdrige CRT-Quotientenstruktur bereits voraus. Die
Aussage beschreibt daher eine innere Struktur der Quotienten und keine unmittelbare

Berechnung unbekannter Faktoren aus N.

3.10Beispiel N = 589

Far
N =589=19-31
lauten die beiden nichttrivialen positiven CRT-ldempotenten
e_ = 248
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und
e, = 342.

Sie erflllen
248 + 342 =590 = N + 1.

Die abgeleiteten Quotienten sind

| 248-247
Q-= 589
und
_342-341 o
7 589 7T
Fur € erhalt man
C= 247 - 341 143
589 < 7
Damit gilt
C+1=144.

Die ProduktschlieRung lautet somit
104 - 198 = 143 - 144.

Der Quotientenproduktkorper ist
H = 20592.

Sein KQ-Referenzpaar ist exakt
(143,144),

wahrend das zugehorige natirliche Produktpaar
(104,198)

lautet.

Der g-Vektor dieses Produktkdrpers ist daher

198 143 11

=T Toa " 8"

Dieselbe Grol3e ergibt sich unmittelbar aus den Idempotenten:
_342-1 341 11
98 =748 ~ 248 8

In vollstandig gekurzter Form ist somit
A=11
33



und

Daher
A+ B =19,

also einer der beiden Primfaktoren von 589.

Der gemeinsame Kirzungsfaktor betragt
d =31.

Entsprechend gilt
589 = 31(11 + 8).

Das Beispiel zeigt gleichzeitig die beiden unterschiedlichen g-Vektoren der bisherigen
Konstruktion. Fir die urspringliche Produktdarstellung
589 =19-31

gilt ein g-Vektor relativ zum reellen KQ-Paar von 589. Fir den abgeleiteten
Produktkorper
H =104 -198

gilt dagegen
1
9u = 8"
Es handelt sich um dieselbe allgemeine Transformation, angewendet auf zwei
unterschiedliche Produktkorper. Die Zahlenwerte der beiden g-Vektoren muissen

daher nicht Ubereinstimmen.
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4 Das Synadron

4.1 Begriffliche Festlegung

Die beiden CRT-ldempotenten e, e, sind klassische arithmetische Objekte. Auch ihre
Komplementaritat folgt unmittelbar aus der CRT-Struktur. Die Bezeichnung Synadron
wird daher nicht fur diese Idempotenten verwendet.

Ebenso bezeichnet Synadron nicht lediglich das Zahlenpaar (Q4, Q). Die Quotienten

sind zunachst nur aus den Idempotenten abgeleitete ganze Zahlen.

Als Synadron wird in dieser Arbeit die gekoppelte Struktur der beiden abgeleiteten
CRT-Quotienten bezeichnet, soweit diese Uber zusatzliche gemeinsame Relationen
miteinander und mit der Ausgangszahl N verbunden sind. Zu dieser Struktur gehéren

insbesondere die Produktschlie3ung

Q:0; =C(C+1),
die symmetrische ldentitat
N=Q,+0Q,+40Q,Q, +1,
die daraus hervorgehende kontinuierliche Nahe ihrer KQ-Koordinaten sowie die spater
hergeleitete diskrete Dreiwertesbeziehung ihrer KQ-Gruppen.

Der Begriff bezeichnet damit eine zusatzliche Kopplung klassisch erzeugter Grof3en.
Er ersetzt keine klassische CRT-Terminologie.

4.2 Die KQ-Gruppenabbildung

FUr einen positiven reellen Wert x sei wie zuvor

1++vVi4x+1

tq (x) = 2

Die zugehorige ganzzahlige KQ-Gruppennummer sei
G(x) = |tg(x0)]-

Damit gilt fir jede positive naturliche Zahl x

6(x) = {1 + \/;Lx + 1|.
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Die diskrete Synadron-Beziehung betrifft nicht unmittelbar die GroRR3en Q4,Q,, N,

sondern ihre jeweiligen KQ-Gruppennummern
G(Ql); G(QZ)! G(N)

Die zugrunde liegende kontinuierliche Beziehung wird daher zunachst auf der Ebene

von t, untersucht.

4.3 Kontinuierliche Kopplung

Fur die beiden abgeleiteten Quotienten gilt

1
E < tq(Ql) + tq(QZ) - tq(N) <L

Die Summe der beiden kontinuierlichen KQ-Koordinaten liegt damit stets zwischen
einer halben und einer ganzen Einheit oberhalb der KQ-Koordinate von N.

Setzt man
D= tq (Q) + tq (Q2) — tq (N),
so lautet die Aussage

1<D<1
> .

Diese enge Schranke ist die kontinuierliche Grundlage der spateren diskreten
Dreiwertesbeziehung. Da beim Ubergang von tq Zu G =|ty] nur die jeweiligen
Nachkommateile entfernt werden, kann eine Abweichung mit einer Breite von weniger
als einer ganzen Einheit nur eine begrenzte Zahl ganzzahliger Summenwerte
erzeugen.

Die vollstandige Herleitung dieser Schranke wund der daraus folgenden

Dreiwertesbeziehung erfolgt im nachsten Abschnitt.

4.4 Herleitung der kontinuierlichen Schranke

Aus

1++v4x +1

tq (x) = 2

folgt
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1+.,40Q; +1+/4Q, +1—-V4N +1
> :

tq(Ql) + tq(QZ) - tq(N) =

Zu zeigen ist daher zun&chst

0<,4Q:+1+./4Q,;+1—-VAN+1<1.

Aus den zuvor bewiesenen Beziehungen
0102 =C(C+1)
und
Q+0,=N—-1-2C
ergibt sich
(4Q, + 1)(4Q, + 1) = 16C? + 8C + 4N — 3.
FUr die untere Schranke geniigt es zu zeigen,

JA4Qi + 1+ /40, +1> V4N + 1.

Nach Quadrieren ist dies aquivalent zu

2,/(4Q, + 1)(4Q, + 1) > 8C + 3.

Da Q4,Q, = 1 gilt, folgt aus

insbesondere

Damit gilt

32
16CZ+8(J+4N—3><4C+E>.

Folglich ist die verlangte untere Ungleichung erfullt.

Fur die obere Schranke ist zu zeigen,

J4Q + 1+ /40, + 1 < VAN + 1+ 1.

Nach Quadrieren reduziert sich dies auf

J@AQ + 1D(4Q, +1) <4C+2 + V4N + 1.

Die rechte Seite ist positiv. Ein erneutes Quadrieren liefert unmittelbar

(4C+2+ V4N +1)? — (4Q0; + D(4Q, + 1)

= 8C + 8+ 2(4C + 2)V4aN + 1,
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und dieser Ausdruck ist strikt positiv. Damit gilt auch die obere Schranke.

Somit folgt

0<,4Q;+1+./4Q;+1—-V4AN+1<1.

Eingesetzt in die Definition von t, ergibt sich der kontinuierliche Synadron-Satz:

1
E < tq(Ql) + tq(QZ) - tq(N) <L

Die beiden kontinuierlichen KQ-Koordinaten der CRT-Quotienten besitzen daher eine
gemeinsame Summe, die stets weniger als eine Einheit und mehr als eine halbe

Einheit oberhalb der Koordinate von N liegt.

4.5 Ubergang zu den ganzzahligen KQ-Gruppen

Fur jeden positiven Wert x kann die kontinuierliche KQ-Koordinate in ihren
ganzzahligen und gebrochenen Anteil zerlegt werden:
tg(x) = G(x) + ay,

wobei

0<a, <1

Fur die drei beteiligten Werte gilt damit
tq(Ql) = G(Ql) + aq,

te(Q2) = G(Q2) + a;

und
ty(N) = G(N) + ay.
Seij
D= tq(Ql) + tq(QZ) - tq(N)-
Dann ist
1 <D<1
3 )

Einsetzen der ganzzahligen und gebrochenen Anteile ergibt
GQ) +GQ2)—GN)=ay+D —a; —ay.

Die linke Seite ist ganzzahlig. Fur die rechte Seite gilt wegen
0<ay<1,
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0<a;+a,<?2

und

=<D<1

die Schranke
3

—§<aN+D—a1—a2 <2

Innerhalb dieses offenen Intervalls liegen nur die drei ganzen Zahlen
-1, 0, 1.

Damit folgt die diskrete Dreiwertesbeziehung

G(Q1) +G(Qz) =G(N) +¢,
wobei

€ €{-1,0+1}.

Der Korrekturterm e entsteht ausschlieBlich beim Ubergang von den kontinuierlichen
KQ-Koordinaten zu ihren ganzzahligen Gruppennummern. Er ist damit ein diskreter

Ubertragungswert der jeweiligen Nachkommaanteile.

4.6 Der Synadron-Dreiwertesatz

FUr ein echtes Semiprim
N =pq
mit verschiedenen Primzahlen p < g, den beiden komplementéren nichttrivialen CRT-

Idempotenten e,, e, und den daraus abgeleiteten Quotienten

_ei(e;—1)

Q; N

gilt
GQ) +G(Q2) =G(N) +e¢
mit
£ € {—1,0,+1}.

Die Aussage folgt aus der zuvor bewiesenen kontinuierlichen Schranke

1
E < tq(Ql) + tq(Qz) - tq(N) <L
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Damit sind die beiden KQ-Gruppen der Quotienten nicht unabhangig voneinander. Ist
die Gruppe eines Quotienten bekannt, so besitzt die Gruppe des zweiten Quotienten

hdchstens drei mdgliche Werte.

Setzt man

X=6(Q+)
und

Y =6(Q-)
so gilt

X+Y=G(N) +e.
Fur einen gegebenen Wert von X folgt daher
Ye{GI(N)-X—-1,G(N)-X,G(N) - X +1}.

Der Semiprimfall ist die fir die folgenden Banduntersuchungen verwendete
Spezialform des Satzes. Die Herleitung des Dreiwertesatzes selbst verwendet jedoch
nicht die Primzahleigenschaft von p und q. Sie bendtigt lediglich ein nichttriviales
komplementares Idempotentenpaar und die daraus folgenden Quotientenidentitéaten.
Eine entsprechende Verallgemeinerung wird in Kapitel 9 formuliert.

4.7 Ausschluss der Ausgangsgruppe

Fir ein echtes ungerades Semiprim
N =pq

mit verschiedenen ungeraden Primzahlen p < g kann der grol3ere Quotient Q.. nicht in
derselben KQ-Gruppe wie N liegen.

Zunachst ist festzuhalten, dass in diesem Fall

Q-=2

gilt.
Angenommen, es ware
Q_=1.
Dann musste fir das zugehdrige nichttriviale Idempotent e

e(e—1)=N=pq

gelten.
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Da aufeinanderfolgende natirliche Zahlen teilerfremd sind,
gcd(e,e—1) =1,

mussten die beiden Primfaktoren p und g vollstandig auf e und e — 1 verteilt sein. Damit
waren p und g zwei aufeinanderfolgende naturliche Zahlen. Zwei verschiedene
ungerade Primzahlen kénnen jedoch nicht den Abstand 1 besitzen. Somitist Q_ =1

ausgeschlossen und es gilt

Q- = 2.
Daraus folgt auch
G(Q.) = 2.
Nun sei angenommen,
G(Q+) = G(N).

Aus dem Synadron-Dreiwertesatz folgt dann
GQR)+GIN)=G(N) +¢,

also

G(Q-) =
Wegen

€ €{-1,0,+1}

ware damit

G(Q.) < 1.
Dies widerspricht

G(Qo) = 2.

Folglich gilt
G(Q+) < G(N).
Da die Gruppennummern ganzzahlig sind, folgt
G(Q,) <G(N) —1.

Der Ausschluss der Ausgangsgruppe folgt somit allein aus der Synadron-Kopplung
und bendtigt noch keine Triatrad-Struktur.

Der gerade Semiprimfall N = 6 ist hiervon getrennt zu behandeln. Dort kann der
kleinere Quotient tatsdchlich den Wert 1 annehmen. Die folgenden Triatrad-

Banduntersuchungen werden daher fur echte ungerade Semiprime formuliert.
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4.8 Beispiel N =589

Far
N =589
wurden bereits
Q_ =104
und
Q, =198
bestimmt.
Die zugehdrigen KQ-Gruppen sind
G(104) = 10,
G(198) = 14
und
G(589) = 24.
Damit gilt
10 + 14 = 24.

Der Korrekturterm betragt in diesem Fall
e =0.

Das Beispiel zeigt zugleich den Ausschluss der Ausgangsgruppe. Der groRRere
Quotient besitzt die Gruppennummer 14, wahrend die Ausgangszahl in Gruppe 24
liegt.

Die bisherige Synadron-Struktur bestimmt jedoch noch nicht, warum die grbRere
Quotientengruppe gerade 14 betragt. Fur eine weitergehende Lokalisierung wird im

Folgenden eine unabhangig definierte Struktur herangezogen.
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5 Triatrad und KQ-Bander

5.1 Der Triatrad-Abstieg

FUr eine positive natirliche Zahl N sei

1++vV4N +1
GOV) = [—V|
2
Mit
m = G(N)
wird die Dreieckszahl
m(m+ 1)
mTT

gebildet. Der Triatrad-Operator lautet
F(N) =N —T,,.

Der Operator wird rekursiv angewendet, solange positive Nachfolger entstehen. Far
die vorliegende Arbeit wird nicht die vollstdndige terminale Theorie des Triatrads
bendtigt, sondern die Folge der KQ-Gruppen, die aus den ersten Abstiegsstufen einer

Ausgangszahl entsteht.

Setze
NO = N,
N; = F(N),
N, = F? (N),
und allgemein
N; = FI(N),
soweit der jeweilige Wert positiv ist.
Die zugehdrigen KQ-Gruppen seien

Fur hinreichend gro3e Ausgangswerte entsteht dadurch eine absteigende Folge von
Gruppenindizes. In kleinen Randfallen kdnnen jedoch zwei aufeinanderfolgende

Triatradwerte derselben KQ-Gruppe angehéren oder ein weiterer positiver Nachfolger
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bereits fehlen. Die spater verwendete Bandkonstruktion setzt daher voraus, dass die
bendtigten positiven Nachfolger N;, N,, ... tatsé&chlich existieren.

Fir die zentrale Kreuzrelation werden insbesondere

Go = G(N),
Gy = G(F(N))
und
G, = G(F*(N))
verwendet.

Bei den kleinen echten ungeraden Semiprimen, fir die diese Folge degeneriert oder
vorzeitig endet, erfolgt die Prifung separat. Die allgemeinen Bandbeweise betreffen
den nichtdegenerierten Bereich mit zwei positiven Triatrad-Nachfolgern.

5.2 GrolRenreduktion und KQ-Index

Sei
m = G(N).

Aus der Definition

GON) = {1 + \/A;N + 1|

folgt
m(m—1) <N <m(m+1).

Damit besitzt jede naturliche Zahl mit KQ-Index m eine eindeutige Darstellung
N=m(m-1)+r

mit
0<r<?2m-1.
Der Wert
r=20
entspricht dem unteren NO-Pol
N =m(m-1).

In der strukturellen KQ-Terminologie wird dieser Wert nicht als regulares Mitglied der

Gruppe behandelt. Die Floor-Abbildung G(N) =m ordnet ihm jedoch denselben
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ganzzahligen Index m zu. Fir die folgenden algebraischen Rechnungen wird dieser
KQ-Index verwendet. Regulare Gruppenmitglieder besitzen

1<r<2m-1.

Der Triatrad-Schritt lautet

m(m+ 1)
F(N) =N — ——,
2
Einsetzen der KQ-Darstellung ergibt
m(m+ 1)
F(N) =m(m— 1)+T‘—T,
also
-3
F(N) = % +r.

Vergleicht man den Nachfolger mit der Halfte des Ausgangswertes, erhalt man

N r
F(N)—fz——m.

2
Da
r<2m-—1
gilt,
T < 1
> m< >

Somit folgt fur jeden positiven Triatrad-Nachfolger strikt
N
F(N) < 7
Wird ein zweiter positiver Schritt ausgefuhrt, gilt entsprechend
F?(N) < E
4

Diese Schranke ist unabhangig von der konkreten Lage innerhalb der KQ-Gruppe. Sie
bildet die wesentliche GroRRenrelation flr den spateren Vergleich mit dem groRReren
CRT-Quotienten Q..

5.3 Definition der Triatrad-Bander

Seien fur eine Ausgangszahl N die bendtigten positiven Triatrad-Nachfolger definiert
und ihre KQ-Gruppen mit
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Go, Gy, Gy ...

bezeichnet.
Fur einen strikt fallenden Abschnitt dieser Gruppenfolge werden die

dazwischenliegenden Gruppennummern als Triatrad-Bander bezeichnet.

Band 0 umfasst

G, <X <G,
Band 1 umfasst

G, <X <Gy,
Band 2 umfasst entsprechend

G; <X < G,.

Allgemein gilt fur einen nichtdegenerierten Abschnitt

die Definition
Gir1 <X <G;

Die Bandgrenzen werden nicht extern gewahlt. Sie entstehen aus dem Triatrad-
Abstieg derselben Ausgangszahl N.

Fur den gréReren Synadron-Quotienten ist die obere Randgruppe G, bei echten
ungeraden Semiprimen bereits durch den Synadron-Dreiwertesatz ausgeschlossen.

Innerhalb von Band 0 verbleiben daher nur die Gruppen
Gy +1,..,Gy— 1.

Fur die zentrale untere Ausschlussrelation wird ausschlief3lich die Grenze G, benétigt.
Kleine Ausgangswerte, bei denen G, nicht definiert ist oder mit G; zusammenfallt,
werden nicht durch die allgemeine Bandformulierung erfasst und sind separat

Uberprufbar.

5.4 Asymptotische Bandgeometrie

Fur groRe Ausgangswerte reduziert der Triatrad den Zahlenwert in jedem Schritt
asymptotisch um den Faktor 1/2. Da die KQ-Gruppennummer asymptotisch der

Quadratwurzel des Zahlenwertes entspricht, folgt fur jeden festen Abstiegsindex j
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J T 5j72
fur N - oo,
Insbesondere gilt
G, 1
— _) —
Go 2
und
G, 1
— % —.
G, 2

Die ersten Gruppenhdhen besitzen damit asymptotisch die Skalierung
Go G Gy G
ﬁ, 2 ) 2\/5' 4 )

Die Triatrad-Bander sind daher nicht gleich breit. Ihre relative Lage folgt asymptotisch

Gy,

einer v2-Skalierung.
Diese Darstellung dient ausschliel3lich der asymptotischen Einordnung. Die spateren
Ausschlussaussagen werden mit den exakten ganzzahligen Gruppenwerten G;

bewiesen.

47



6 Kreuzrelation zwischen Synadron und Triatrad

6.1 Vergleich des grof3eren Quotienten mit dem zweiten Triatradwert

Fur die beiden komplementaren Idempotenten gilt
e_+e, =N+1.

Dae, > e_, folgt

Der grof3ere Quotient lautet

_es(er—1)

Q+ N

Schreibt man die Differenz der beiden Idempotenten als
D,=e,—e_>0,

SO ist
_N+1+D,
ey = > :
Damit ergibt sich
_(N+D)? -1
o 4N '
Insbesondere gilt
S N
Q+ 4

Aus dem zweimaligen Triatrad-Abstieg wurde dagegen bereits

F?(N) < N
4

hergeleitet.

Somit gilt fir jedes hier betrachtete Semiprim
Q+ > F2(N).

Da die KQ-Gruppenabbildung monoton wéchst, folgt unmittelbar
G(Q+) = Ga.

Der gréRere CRT-Quotient kann damit nicht unter die Gruppe des zweiten

Triatradwertes fallen. Samtliche Bander unterhalb von Band 2 sind ausgeschlossen.
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Offen bleibt an dieser Stelle ausschliel3lich, ob Q. noch in derselben KQ-Gruppe wie

F?(N) liegen kann. Der Unterschied zwischen

G(Q4) =G,
und

G(Qy) > G,

ist daher die einzige verbleibende Frage flur einen vollstdndigen Ausschluss von Band
2.

6.2 Der CRT-Abstandsparameter

Fur die weitere Untersuchung wird erneut die Differenz

D,=e, —e_

verwendet.
Modulo N gilt

De = 2€+ - 1.

Wegen der Idempotenz von e, folgt
(2e; —1)2 =1 (mod N).
Damit ist
D2 =1 (mod N).

Es existiert folglich eine positive ganze Zahl k mit

D% —1 = kN.
Fir die im Folgenden betrachteten echten ungeraden Semiprime ist N ungerade. Aus

e_+e, =N+1

folgt, dass D, gerade ist. Damit ist DZ — 1 ungerade und folglich auch k ungerade.
Es gilt daher

ke{1357,..}.
Mit
D, =VkN + 1

nimmt der groéfRere Quotient die Form
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_N+k+2VkN+1
L=
4

an.
Diese Darstellung ermdglicht eine Fallunterscheidung nach dem ganzzahligen CRT-

Abstandsparameter k.

6.3 DerFall k=1

Far
k=1
gilt
DZ =N +1.
Da D, gerade ist, sei
D, = 2s
Dann folgt
N = 452 — 1.

Dies faktorisiert zu
N=_02s—-1)(2s+1).

Fir den grol3eren Quotienten ergibt sich

_N+1+2D,
+ = 4 .
Damit folgt
Q4 =s(s+1).

Der Wert Q. liegt somit exakt auf einer KQ-Rechteckzahl. Seine Gruppennummer ist
G(Qy) =s+ 1.

Andererseits gilt

F*(N <N— 2_2

Damit kann F2(N) die Gruppe s + 1 nicht erreichen. Folglich gilt strikt
G(Q+) > G,.

Der Fall k = 1 kann Band 2 daher nicht erreichen.
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6.4 DieFallek >5

Sei
GZ =T.
Da F2(N) in Gruppe r liegt, gilt
F2(N) =r(r —1).

Aus
F2(N) < ad
4
folgt
N > 4r(r—1).

Da N ganzzahlig ist,
N>4r(r—1)+1.
Fur k > 5 gilt
4Q, =N +k+2VkN +1
und daher

4Q, > N +5+ 2V5N + 1.

Die rechte Seite wachst monoton mit N. Ihr kleinster zulassiger Wert wird deshalb bei
N=4rr-1)+1

angenommen. Einsetzen liefert

N+5+2V5N +1

> 412 — 47 + 6 + 24/2072 — 207 + 6.
Weiter gilt
2012 — 20r + 6 > (4r — 3)?

fur r > 1. Daher

242072 — 20r + 6 > 8r — 6.

Somit folgt
4Q, > 4r(r + 1).

Also
Q. >r(r+1).
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Der Wert r(r + 1) ist bereits die ndchste KQ-Rechteckgrenze oberhalb der Gruppe r.

Damit gilt
G(Qy) =71+ 1.
Folglich
G(Q+) > G,.
Fur samtliche ungeraden Werte
k=5

ist Band 2 damit ausgeschlossen.

6.5 Der verbleibende Fall k = 3

Fur echte ungerade Semiprime ist

_DZ-1

k=N

eine positive ungerade ganze Zahl. Nachdem die Félle
k=1

und
k=5

bereits behandelt wurden, verbleibt ausschlief3lich
k=3.

Dann gilt
Far

mit verschiedenen ungeraden Primzahlen p < q folgt
(De — D)(De + 1) = 3pgq.

Da D, gerade ist, sind D, — 1 und D, + 1 beide ungerade. Auf3erdem gilt
ged(D, — 1,D, + 1) = gcd(D, — 1,2) = 1.
Die beiden Faktoren sind daher teilerfremd und unterscheiden sich exakt um 2.

Zunachst sei

p * 3.
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Dann sind 3,p, q drei verschiedene Primzahlen. Wegen der Teilerfremdheit mussen
sie vollstandig auf die beiden Faktoren D, —1 und D, + 1 verteilt werden. Die
Aufteilung (1) und (3pq) ist ausgeschlossen, da (D, —1 = 1) bereits (D, = 2) und
damit (D, +1 =3) erzwingen wirde, im Widerspruch zu (3pq > 3). Bis auf
Vertauschung existieren daher nur drei mogliche Zerlegungen:

3 und pgq,

p und 3gq,
oder

q und 3p.

Die erste Moglichkeit ist ausgeschlossen, da firp =5 und g > p

pq—3>2

gilt.
Auch die zweite Mdglichkeit ist ausgeschlossen, denn

3qg—p>2

Damit kdnnen p und 3q nicht die beiden ungeraden Faktoren mit Abstand 2 sein.

Es verbleibt die Paarung
g und 3p.

Da die beiden Faktoren den Abstand 2 besitzen, folgt

q—3p=2
oder

3p—q =2
Somit gilt

q=3p+2
oder

q=3p—2
Fir den Sonderfall

p=3

lautet die Faktorisierung
(De — 1)(De + 1) =9q.
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Da g > 3 prim ist, sind 9 und q teilerfremd. Wegen der Teilerfremdheit von D, — 1 und
D, + 1 kann die Primzahlpotenz 32 nicht auf beide Faktoren verteilt werden.

Formal ware zuné&chst auch die Aufteilung
1 und 9q

maoglich. Sie ist jedoch ausgeschlossen, weil die beiden Faktoren den Abstand 2
besitzen mussten. Aus
9g—1=2

wiirde

<
Il
[

folgen.

Damit verbleiben ausschlielRlich die beiden Faktoren

9 und gq.
Wegen ihres Abstandes 2 gilt daher
q=7
oder
q=11.
Auch diese beiden Falle erfillen
q=3p—2
beziehungsweise
q=3p+2.

Damit ist fir sdmtliche echten ungeraden Semiprime im Fall k = 3 bewiesen:
q=3pt2.

Der verbleibende Randfall wird somit nicht durch ein ungefdhres Faktorverhaltnis
beschrieben, sondern durch zwei exakte arithmetische Familien.

Far
q=3p+2
ergibt sich
_(@+1HBp+5)
Q+ = 2 :
Far
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q=3p—2

gilt
_(@+DHBp+1)
+ = 4 "

Der kleinste Fall der zweiten Familie ist
N=3-7=21.

Hier lautet der Triatrad-Abstieg
21> 6> 0.

Ein positiver zweiter Triatrad-Nachfolger und damit G, existiert fir diesen Wert nicht.
Die Frage nach einer Lage in Band 2 stellt sich fir N = 21 daher nicht.
Fur diejenigen Semiprime der beiden Familien g = 3p + 2, fur die F2(N) > 0 und damit

G, definiert ist, bleibt die Frage offen, ob tatsachlich

G(Q+) =G,
auftreten kann oder ob auch dort stets
G(Q4+) > Gy

gilt.
Fur alle echten ungeraden Semiprime auf3erhalb der beiden Familien

q=3pxt2
ist Band 2 bereits ausgeschlossen.
6.6 Gegenwartiger Kreuzsatz
Sei
N =pq

ein echtes ungerades Semiprim mit verschiedenen Primzahlen p < q. Es seien Q_ <

Q. die aus den beiden komplementaren nichttrivialen CRT-ldempotenten abgeleiteten

Quotienten. Weiter seien zwei positive Triatrad-Nachfolger vorhanden und
Go=G(N), Gy =G(F*(N)).

Dann gilt allgemein
GQ+) =G —1

und
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G(Q4) 2 Gy

Die erste Schranke folgt aus dem Synadron-Dreiwertesatz. Die zweite folgt aus

S N
Qv > 7
und

F?(N) < N

T

Fur alle Semiprime mit

q+3p—2
und

q+3p+2

gilt die strengere Schranke
G(Qy) =G, + 1.

Damit liegt der gréRere Quotient fur diese Semiprime ausschlief3lich in den beiden
oberen Triatrad-Bandern:
Gi1+1<G6GQy)<Gy—1

oder
G,+1<G(0Q;) <G;.

Nur fur die beiden exakten Familien
q=3p=x?2

ist der Grenzfall
G(Q+) = G,

durch den bisherigen Beweis noch nicht allgemein ausgeschlossen.

Die Aussage ist eine strukturelle Lokalisierung und keine Faktorisierungsvorschrift. Sie
schliel3t Teile des durch die Triatrad-Gruppenleiter bestimmten KQ-Raumes aus, ohne
damit bereits anzugeben, wie Q. innerhalb des verbleibenden Bereiches aus N allein

berechnet werden kann.

6.7 Beispiel N =589

Far
N =589 =19-31
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beginnt der Triatrad-Abstieg mit
589 » 289 » 136.

Die zugehdrigen KQ-Gruppennummern lauten

Gy = 24,
G, =17,
GZ = 12
Fur den gro3eren abgeleiteten Quotienten wurde bereits
Q, =198
und damit
G(Qy) =14
bestimmt.
Somit gilt
12 <14 < 17.

Der groéRere Quotient liegt folglich in Band 1.

Der kleinere Quotient besitzt

G(Q-) = 10.
Mit
G(Q.)+ G(Q.) =14+ 10 = 24

folgt erneut
e=0.

Das Beispiel verbindet damit drei zuvor getrennte Beschreibungen derselben
Ausgangszahl. Die CRT-ldempotenten erzeugen die Quotienten 104 und 198. Die
Synadron-Beziehung koppelt deren KQ-Gruppen 10 und 14. Der unabhangig definierte
Triatrad-Abstieg erzeugt die Grenzen 24,17,12,.. und lokalisiert die groRRere

Quotientengruppe 14 zwischen der ersten und zweiten dieser Grenzen.
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7 Der gy-Vektor als Kreuzkoordinate

7.1 Verbindung zwischen Parabelverschiebung und Synadron

Die Parabelverschiebung wurde zunadchst unabhéngig von den CRT-Quotienten
entwickelt. Fur ein beliebiges Produktpaar beschreibt der g-Vektor die Transformation
vom KQ-Referenzpaar zu diesem Produktpaar.

Die Synadron-Struktur erzeugt nun selbst einen Produktkorper

H=0Q-0..

Wegen der Produktschliel3ung gilt
H=C(C+1).

Damit ist das KQ-Referenzpaar von H bereits ganzzahlig. Der allgemeine g-Vektor aus

Kapitel 2 kann daher ohne zusatzliche Definition erneut angewendet werden:

Qv _ C

9 =31~ oo

Die Parabelverschiebung und die Synadron-Struktur treffen sich damit in demselben

Transformationsgesetz. Der Index H bezeichnet lediglich den neuen Produktkorper.

7.2 Normierte Lage des grof3eren Quotienten

Aus
_ €+ - 1
In = o
und
(e, —1)+e_=N
folgt
g _ &+~ 1
1+ gy N
Setze
U= 9H
1+ gH.

Fur ein echtes ungerades Semiprim unterscheiden sich die beiden komplementaren

Idempotenten um mindestens 2. Daher gilt
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e, —1>e_.

Zusammen mit
(e, —1)+e_=N

folgt die exakte Schranke

1<<1
> <u<l

Der Parameter u beschreibt somit die normierte Lage des groRReren
Idempotentenzweiges innerhalb von N.

Aus
€+—1=Nu

folgt
e, =Nu+1.

Damit ergibt sich fir den gréReren CRT-Quotienten exakt

er(ey—1
Q= % = Nu® + u.
Wegen
u = 9H
1+ gy
gilt daher

gu \? 9
=1v( )+ .
Q+ 1+gH 1+g1.1

Fur wachsendes N und festes beziehungsweise konvergentes u dominiert der

quadratische Anteil:

Q. ~ Nu?.
Da
G(X) ~VX
fur X — oo qilt, folgt
G(Q) ~VNu.
Gleichzeitig gilt
G(N) ~ VN.

Damit erhalt man
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6@
G(N)

Der Parameter

u = 9H
1+gH

besitzt damit neben seiner exakten CRT-Bedeutung auch eine asymptotische

Bedeutung als relative KQ-Gruppenhothe des gro3eren Quotienten.

7.3 Die asymptotische Grenze zwischen Band 0 und Band 1

Fur den ersten Triatrad-Nachfolger gilt asymptotisch
G 1

_q_.

Go 2
Gleichzeitig gilt fur den grofReren Quotienten

G(Q4) __9H
GO 1+ gH.

Die asymptotische Grenzgleichung zwischen Band 0 und Band 1 lautet daher

9u__ _ i
1+guy 2
Auflésen nach gy ergibt
gn =1+ V2.
Der Wert
1++2

ist somit die asymptotische g,-Grenze zwischen den beiden oberen Triatrad-Béndern.
Diese Aussage ist von einer exakten diskreten Klassifikation zu unterscheiden. Die

tatsachliche Bandzuordnung erfolgt Gber die ganzzahligen Groéen

G(Q4)

und
G,.

Fur Folgen wachsender Ausgangswerte, deren gy-Werte einen festen positiven

Abstand von
1++2
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einhalten, bestimmt die Seite dieser asymptotischen Grenze flr hinreichend grof3e

Werte auch die Bandseite. Werte mit

gy <142

liegen asymptotisch unterhalb der ersten Triatrad-Grenze, wahrend Werte mit

gH>1+\/§

asymptotisch oberhalb dieser Grenze liegen.
In einer mit wachsendem N verschwindenden Umgebung der Grenzlage kénnen
dagegen die diskreten KQ-Rundungseffekte entscheidend bleiben. Dort ist die exakte

Berechnung von

G(Q4)
und
G4
malfigeblich.
Die Konstante
14++2

ist daher keine universelle exakte Floor-Grenze, sondern die kontinuierliche

asymptotische Trennlinie der beiden oberen Triatrad-Bander in der gy-Koordinate.

7.4 Exakte und asymptotische Aussagen

Die Verbindung zwischen g5 und den Triatrad-Bandern enthéalt sowohl exakte als auch
asymptotische Bestandteile.

Exakt gilt
U= 9u
1+ gy
und
Q. = Nu? + u.

Ebenfalls exakt sind die durch den Triatrad erzeugten KQ-Gruppen
Go, Gy, G, ...

sowie die daraus bestimmten diskreten Bandgrenzen.
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Fur einen konkreten Ausgangswert erfolgt die Bandzuordnung deshalb immer durch

den Vergleich der ganzzahligen Gruppenindizes.

Asymptotisch gilt dagegen

6@y
Go
und
G, 1
Go 2
Daraus entsteht die kontinuierliche Grenzbedingung

Die exakte und die asymptotische Beschreibung widersprechen einander nicht. Sie
stellen zwei Auflosungsstufen derselben Quotientenlage dar. Die Triatrad-Gruppen
liefern die exakte diskrete Position, wahrend gy eine kontinuierliche
Transformationskoordinate liefert, deren Grenzstruktur fir grof3e Werte unmittelbar

sichtbar wird.

7.5 Ruckkehr zum Geradon

Der gy-Vektor gehdrt zur allgemeinen Parabelverschiebungstheorie. Daher besitzt

auch das Produktpaar

Q-Q,=H
ein eigenes Geradon.
Da
Q- <0Q4,
lautet dieses
ay = Q4+ —Q-.

Aus der bereits bewiesenen Differenzidentitat folgt
Q+ —Q-=e, —e_.

Damit gilt
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Die Differenz der komplementaren CRT-ldempotenten erscheint somit gleichzeitig als
Geradon des abgeleiteten Produktpaares (Q_, Q).
Nach der allgemeinen Geradon-g-Beziehung aus Kapitel 2 gilt auRerdem

c
ap(gn) = gu(C+ 1) — g_

H

Die CRT-Struktur erzeugt damit nicht nur einen neuen Produktkdrper H, sondern
innerhalb der allgemeinen Parabelverschiebung zugleich ein vollstandiges
Produktpaar mit eigenem Geradon und eigenem g-Vektor.

Diese Ruckkehr zur Ausgangstheorie ist wesentlich fur den Strukturverbund. Die
Parabelverschiebung wird zunachst allgemein und ohne CRT eingefuhrt. Die CRT-
Quotienten erzeugen spater selbst ein Objekt, auf das dieselbe Theorie erneut

unverandert anwendbar ist.
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8 Kreuzrelationen im KQ-Koordinatensystem

8.1 KQ als gemeinsame Koordinatenebene

Die bisher behandelten Konstruktionen besitzen unterschiedliche Ausgangspunkte.
Die Parabelverschiebung beginnt mit nattrlichen Produktpaaren. Die CRT-Struktur
beginnt mit komplementaren Idempotenten. Der Triatrad beginnt mit einem rekursiven
Dreieckszahlenoperator. Keine dieser Definitionen setzt die jeweils anderen
Konstruktionen voraus.

Ihre Kreuzrelationen werden dadurch mdglich, dass samtliche beteiligten Werte auf

dieselbe KQ-Koordinate abgebildet werden kénnen.

Fir eine positive Zahl X liefert

1+v4X+1
)=
die kontinuierliche KQ-Koordinate und

G(X) = [tqe(X)]

die diskrete Gruppennummer.
Damit kdnnen sowohl N, seine natirlichen Produktpaare, die CRT-Quotienten Q4, Q,
als auch die Triatrad-Nachfolger F/(N) innerhalb desselben Koordinatensystems

verglichen werden.

KQ stellt in diesem Zusammenhang keine Behauptung auf, dass diese
unterschiedlichen Konstruktionen identisch seien. Es ermdglicht vielmehr, Aussagen
einer Konstruktion in Koordinaten zu formulieren, die auch fir die anderen

Konstruktionen definiert sind.

8.2 Die erste Kreuzrelation: Parabelverschiebung und KQ

Die allgemeine Parabelfamilie lautet
P,(x) = x? — ax.
Die KQ-Parabel ist darin exakt das Glied
a=1.

Sie bildet zugleich die Referenzposition
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g=1
Jede naturliche Produktdarstellung von N mit Geradon a kann tber ihren g-Vektor auf
diese Referenz zuriickgefuhrt werden.
Damit sind Parabelverschiebung und KQ nicht lediglich tiber eine formale Ahnlichkeit
verbunden. KQ ist selbst ein ausgezeichnetes Mitglied der Familie und liefert die
Referenzkoordinaten, relativ zu denen die Ubrigen Produktdarstellungen durch g

beschrieben werden.

8.3 Die zweite Kreuzrelation: Synadron und Parabelverschiebung

Aus den komplementaren CRT-ldempotenten entstehen die Quotienten Q_ und Q... Ihr
Produkt erfillt

Q-Q+ =C(C+1).
Damit liegt der abgeleitete Produktkorper H exakt auf der KQ-Referenzparabel.

Die allgemeine Transformation aus der Parabelverschiebung liefert deshalb

unmittelbar

_ Qs _C
T C4+1 Q-

9H

Gleichzeitig besitzt dieses Produktpaar das Geradon
ay =0Q+—Q-=e; —e_.

Die urspringlich unabhéngig definierte Parabelverschiebung erscheint damit innerhalb
der CRT-abgeleiteten Synadron-Struktur erneut. Weder g, noch ay benétigen hierfur

eine neue Definition.

8.4 Die dritte Kreuzrelation: Synadron und Triatrad

Der Synadron-Dreiwertesatz liefert fir die betrachteten echten ungeraden Semiprime
G(Q-)+G(Q4) =Gyt e
mit
e {10, +1}.
Der Triatrad erzeugt unabhéngig davon die Folge der KQ-Indizes

Gy, Gq, Gy, ...,
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soweit die jeweiligen positiven Nachfolger existieren. In den flir die Banddefinition
nichtdegenerierten Abschnitten gilt dabei

G]+1 < G]'

Damit kann die im Synadron zunéchst nur relativ zu G, bestimmte Quotientengruppe
zusatzlich gegentuber den durch den Triatrad erzeugten Grenzen lokalisiert werden.
Fur echte ungerade Semiprime mit positivem zweiten Triatrad-Nachfolger gilt

allgemein
GQ+) =G —1

und
G(Q4) = Gy

AulRerhalb der speziellen Semiprimfamilien
q=3pt2

verscharft sich die untere Schranke zu
G(Qy) =G, + 1.

Sofern die betreffenden Bandgrenzen strikt verschieden sind, liegt der grof3ere
Quotient damit ausschlief3lich in Band 0 oder Band 1:
G; <G(Q+) <Gy

oder
G, < G(Q,) <G;.

In ganzzahliger Form entspricht dies
Gi+1<G(Q,)<Gy—1

oder
G,+1<G(Q,) <G.

Bei kleinen degenerierten Triatradfolgen kdénnen benachbarte Gruppenindizes
zusammenfallen oder ein weiterer positiver Nachfolger fehlen. Diese Randfélle sind
von der allgemeinen Banddarstellung zu unterscheiden und werden durch die
entsprechenden Einzelwerte behandelt.

Die Bedeutung der Kreuzrelation liegt nicht in der absoluten Zahl der innerhalb eines
Bandes verbleibenden KQ-Gruppen. Bei sehr grol3en Zahlen kénnen auch diese
Bereiche weiterhin grof3 sein. Die Aussage ist eine strukturelle Ausschlussrelation:
Mehrere unabhangig definierte Konstruktionen bestimmen gemeinsam, in welchen
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Abschnitten der von N erzeugten KQ-Struktur ein CRT-abgeleiteter Wert Gberhaupt

auftreten kann.

8.5 Die vierte Kreuzrelation: gy und Triatrad-Béander

Die Verbindung

Iu \* 9u
)
Q+ 1+gH 1+gH

fuhrt die Bandposition des grof3eren Quotienten unmittelbar auf g, zurtick.

Der Triatrad beschreibt die Lage durch diskrete Grenzen
Gy, Gy, ..

wahrend gy dieselbe Lage kontinuierlich parametrisiert. Asymptotisch ergibt sich

insbesondere die Grenze

gH:1+\/§

zwischen den beiden oberen Bandern.

Damit entsteht eine direkte Verbindung zwischen einer Produkttransformation und
einer rekursiven Abstiegsstruktur. Der g-Vektor wurde weder aus dem Triatrad
abgeleitet noch fir diesen Zweck definiert. Ebenso wurde der Triatrad nicht aus der
Parabelverschiebung konstruiert. Ihre Beziehung entsteht erst durch die gemeinsame
KQ-Koordinate.
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9 Verallgemeinerung und Grenzen

9.1 Synadron-Struktur Uber den Semiprimfall hinaus

Die grundlegende Synadron-Struktur setzt nicht voraus, dass N aus genau zwei
Primfaktoren besteht.

Sei N eine positive zusammengesetzte Zahl mit einem nichttrivialen ldempotenten e,
modulo N. Der komplementére nichttriviale Idempotent sei e,, jeweils in positiver

Standardreprasentation. Dann gilt
61 + 82 == N + 1
Far
o ei(e;—1)
' N
sind Q,, Q, positive ganze Zahlen.
Weiter sei

(e1 —1)(e; — 1).

C =
N

Dann gelten unabhangig von einer Semiprimvoraussetzung die ldentitaten
Q:0;=C(C+1)
und

Q,+0Q,=N—-1-2C.

Damit folgt ebenfalls
N =0Q;+0Q;+/40:0, + 1.

Auch der kontinuierliche Synadron-Satz verwendet in seiner Herleitung keine
Primzahleigenschaft der zugrunde liegenden Faktorbldcke. Daher gilt fur jedes solche
nichttriviale komplementare Idempotentenpaar

1
E < tq(Ql) + tq(Qz) - tq(N) <1

Nach dem Ubergang zu den ganzzahligen KQ-Indizes folgt ebenfalls
G(Q1) +G(Q) =G(N) +¢
mit
e {10, +1}.
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Der Synadron-Dreiwertesatz ist damit nicht auf echte Semiprime beschrankt.
Auch der Produktkorper

H=Q.Q.,=C(C+1)

und sein g-Vektor bleiben erhalten:

~ <
9 =31~ oo

Schreibt man

A
9u = B
vollstandig gekurzt, so gilt weiterhin
N =d(A + B),
wobei
d = gcd(e_,N).

Damit sind d und A + B zwei komplementare Faktorblocke von N.
Im echten Semiprimfall missen diese Faktorblocke gerade den beiden Primfaktoren p
und g entsprechen. Bei Zahlen mit mehreren verschiedenen Primfaktorblocken

kénnen sie dagegen selbst zusammengesetzt sein.

Die Semiprimvoraussetzung wird daher nicht fur die grundlegende Synadron-
Schliel3ung und den Dreiwertesatz bendtigt. Sie wird insbesondere dort wesentlich, wo
die komplementaren Faktorblécke eindeutig als zwei Primfaktoren interpretiert oder im

Bandbeweis auf die speziellen Familien
q=3pxt2

zurtckgefuhrt werden.

9.2 Keine Faktorisierungsaussage

Aus den vorangehenden Beziehungen folgt kein Verfahren, das aus einer gegebenen
Zahl N unmittelbar einen unbekannten Faktor berechnet.

Insbesondere setzt die Konstruktion von gy bereits die zugehotrige CRT-
Quotientenstruktur voraus. Dass die vollstandig gekurzte Darstellung von gy einen
Faktorblock von N sichtbar macht, bedeutet daher nicht, dass dieser Faktorblock aus
N allein effizient zugénglich ist.
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Ebenso ist die Einschrankung von @, auf Triatrad-Bander keine
Faktorisierungsmethode. Sie bestimmt einen zuldssigen strukturellen Bereich, nicht

unmittelbar einen Faktor.

Die Trennung zwischen struktureller Lokalisierung und algorithmischer Faktorisierung
ist fur die Interpretation der Ergebnisse wesentlich.

9.3 Der offene k = 3-Randfall

Fir den vollstandigen Band-2-Ausschluss bleibt eine exakt begrenzte Restfrage offen.
Sie betrifft ausschlief3lich
k=3

und damit im echten ungeraden Semiprimfall die beiden Familien

q=3p—2
und

q=3p+2.
Fur samtliche Semiprime aufRerhalb dieser beiden Familien wurde bereits

G(Q+) > Gy

bewiesen, sofern ein positiver zweiter Triatrad-Nachfolger und damit G, existiert.

Innerhalb der beiden Familien ist zunachst der kleinste Fall
N=21=3-7

gesondert zu betrachten. Hier gilt
21> 6 0.

Damit existiert kein positiver zweiter Triatrad-Nachfolger. Der Index G, und somit auch
die Frage einer Zugehorigkeit zu Band 2 sind fir diesen Wert nicht definiert.

Fur alle Ubrigen Mitglieder der Familien g = 3p + 2, fur die
F?(N)>0
gilt, bleibt zu klaren, ob die Gleichheit
G(Q4) =G,
tatsachlich auftreten kann oder ob auch hier stets
G(Q4) > G,
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gilt.
Ein Beweis des strikten Ausschlusses fir diese verbleibenden Falle wirde den Band-
2-Ausschluss auf sdmtliche echten ungeraden Semiprime erweitern, fur die die zweite

positive Triatradstufe und damit Band 2 definiert ist.
Ein tatsachlicher Gleichheitsfall wirde dagegen die Familien
q=3pt2

als exakt charakterisierte Ausnahme des strikten Band-2-Ausschlusses auszeichnen.

9.4 Weitere Forschungsfragen

Die vorliegenden Kreuzrelationen fiihren zu mehreren offenen Fragen.

Fur die Semiprimstruktur bleibt zunachst der exakt eingegrenzte Fall
q=3p=x2

zu schlieRen. Zu klaren ist, ob dort
G(Q+) = G,

tatsachlich auftreten kann oder ob Band 2 auch in diesen beiden Familien vollstandig
ausgeschlossen ist.
DarUber hinaus stellt sich die Frage, ob sich die diskrete Bandlage des groRReren

Quotienten unmittelbar Uber g, charakterisieren lasst. Die asymptotische Grenze

ist bekannt, eine exakte ganzzahlige Bedingung fiir den Ubergang zwischen Band 0
und Band 1 ist damit jedoch noch nicht gegeben.

Fur allgemein zusammengesetzte Zahlen ist der Synadron-Dreiwertesatz bereits
durch dieselbe Herleitung gesichert. Offen bleibt dagegen, wie sich die weitergehende
Triatrad-Bandstruktur bei mehreren maoglichen nichttrivialen komplementéren
Idempotentenpaaren verhélt. Eine solche Zahl kann mehrere unterschiedliche CRT-
Faktorzerlegungen und damit mehrere Synadronpaare besitzen.

Schlief3lich bleibt zu untersuchen, ob Geradon, g-Vektor, KQ-Koordinaten und
Triatrad-Daten eines gegebenen N weitere exakte Einschrankungen eines
unbekannten natirlichen Produktpaares liefern kbnnen, die tber die hier bewiesenen

Kreuzrelationen hinausgehen.
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10 Schlussbetrachtung

Die Arbeit verbindet eine allgemeine Parabelverschiebung naturlicher Produktpaare
mit der KQ-Referenzparabel, dem Geradon und dem g-Vektor. Fiur komplementare
CRT-ldempotenten entstehen daraus abgeleitete Quotienten mit einer eigenen
gekoppelten Struktur, dem Synadron. Ihr Produkt liegt erneut exakt auf einer KQ-
Rechteckposition, sodass derselbe allgemeine g-Vektor als g, wieder auftritt. Der
unabhangig definierte Triatrad-Abstieg liefert schlie3lich KQ-Bander, durch die sich die
maogliche Lage des grof3eren Quotienten weitgehend einschrénken I&sst.

Die Parabelverschiebung ersetzt dabei die symmetrische Faktordarstellung N = pq
durch

N = g% — aq,

wobei der kleinere Faktor durch die Verschiebungskoordinate a = g — p eliminiert und
bei Bedarf rekonstruiert wird. Dies fuhrt Gber die Ergebnisse dieser Arbeit hinaus zu
einer offenen methodischen Frage: Ist bei der Untersuchung von
Faktorisierungsproblemen die traditionelle gleichberechtigte Betrachtung zweier
unbekannter Faktoren stets die gunstigste Koordinatenwahl, oder wurde
moglicherweise zu lange an einer Stelle gesucht, an der die geometrische Struktur der
Produktfamilie nur unvollstandig sichtbar wird?

Die vorliegende Arbeit beantwortet diese Frage nicht. Sie zeigt jedoch, dass die
geometrisch motivierte Neuausrichtung Uber Parabelverschiebung, KQ und g-Vektor
nicht isoliert bleibt, sondern in unabhangig entstandenen CRT- und Triatrad-Strukturen

erneut wirksam wird.
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