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1 Bitlangenstruktur des Triatrad-Abstiegs

1.1 Empirischer Ausgangspunkt

Fur den kanonischen Triatrad-Operator*
F(N)=N — Tewy
mit
_m(m+1)
me2
und dem eindeutig bestimmten Index
m = t(N), mim—1) <N <m(m+1),

wurde zunéchst empirisch untersucht, wie sich die binare Bitlange eines Startwertes
entlang des vollstdndigen Abstiegs bis zu einem Terminalwert
E(N) € {1,2,3,6}

verandert.

Hierzu wurden vollstandige Abstiegswege flur Startwerte mit BitlAngen von 128, 256,
512, 1024, 2048 und 4096 Bit ausgewertet. Die Auswertung umfasste 600 vollstéandige
Abstiegswege mit insgesamt 1026 beobachteten Zweibit-Spriingen. Die untersuchten
Wege zeigten ein auffallig starres Verhalten. Der (berwiegende Teil aller
Operatoranwendungen verringerte die BitlAnge exakt um ein Bit. Unter samtlichen
beobachteten Schritten mit gréRerem Bitverlust trat ausschlieflich ein Verlust von zwei

Bit auf; ein Verlust von drei oder mehr Bit wurde nicht beobachtet.

Auch die Haufigkeit dieser Zweibit-Springe blieb Uber die stark unterschiedlichen
AusgangsgrofRen nahezu konstant. Im Mittel traten etwa 1,7 Zweibit-Spriinge pro
vollstandigem Abstiegsweg auf. Die zusatzlichen Bitverluste konzentrierten sich dabei
fast vollstandig auf den unteren Bereich der Abstiegswege. Von den beobachteten
Zweibit-Springen lagen 91,7 % bei einer aktuellen Bitlange von hochstens 10 Bit und
99,8 % bei htéchstens 20 Bit. Der hochste beobachtete Zweibit-Sprung trat bei einer

aktuellen BitlAnge von 27 Bit auf.

! MeiRner, A. (2026). Das kanonische Triatrad der natiirlichen Zahlen. Eine Vierbaumzerlegung und das offene

Problem der terminalen Klassenzuordnung. Zenodo. https://doi.org/10.5281/zenodo.21603457



Damit ergab sich empirisch ein wesentlich scharferes Bild als eine lediglich
asymptotische Halbierung des Startwertes. Fur grol3e Teile eines vollstandigen

Abstiegs wurde nicht nur ndherungsweise, sondern positionsweise exakt das Schema
b-b—-1->b—-2->b—-3- -

beobachtet. Die wenigen Abweichungen bestanden ausschliel3lich aus einzelnen
Ubergangen der Form
b—-b-—2.

Die folgende Untersuchung zeigt, dass dieses Verhalten strukturell erzwungen ist.
Jeder nichtterminale Triatrad-Schritt verliert exakt ein oder zwei Bit an Bitlange.
Darlber hinaus ist die Zahl der Zweibit-Spriinge auf einem vollstdndigen Abstiegsweg
global beschrankt.

1.2 Exakter Bitverlust eines einzelnen Abstiegs

Sei N ein nichtterminaler positiver Wert und m = t(N). Wegen

mim—-—1)<N<m(m+1)

kann N in der Form
N=m?+d
mit
-m<d<m-1
geschrieben werden. Fir den Triatrad-Nachfolger gilt dann

m(m+1) m(m—1)

d.
2 2

F(N)=N -

Aus dieser Darstellung folgt zun&chst
F(N) < N
( ) 2 "
Damit besitzt F(N) stets mindestens ein Bit weniger als N.
Fur die untere Schranke ergibt sich

N m?—-2m+3d
F(N)—Z: 4 .

Da d > —m, folgt



Far m = 5 gilt damit

Die verbleibenden kleinen Gruppen kdénnen unmittelbar vollstandig gepruft werden.
Fur jeden nichtterminalen positiven Triatrad-Schritt folgt daher global

|1 < bitlen(N) — bitlen(F(N)) < 2.]

Der Bitlangenverlust eines einzelnen Schrittes kann somit ausschlief3lich die Werte
Apic € {1,2}

annehmen. Dreifache oder groRere Bitlangenspringe sind im Triatrad-Abstieg

ausgeschlossen.

1.3 Beschrédnkung der Zweibit-Spriinge

Ein Zweibit-Sprung kann nur auftreten, wenn der aktuelle Wert hinreichend nahe an
der unteren Zweierpotenzgrenze seines Bitintervalls liegt. Sei
b = bitlen(N)

und
N
x=2b_1, 1<x<?2.
Mit der Darstellung
N =m?+d, -m<d<m-1,
gilt fir den Triatrad-Nachfolger
m(m—1)
F(N) = — +d.

Gleichzeitig kann dieser Ausdruck in der Form

N
F(N)=E—€

geschrieben werden, wobei

Aus den Schranken fur d folgt



N =

<e<<m.

Dam =t(N) <+N+1und N < 2? gilt,
<202 41,

Fur einen Einbit-Schritt von der Bitldange b zur Bitldange b — 1 sei der normierte

Folgewert
, _FN)
= 2b=2"
Dann gilt
x'=x—-96,
mit
&
Op = 2b-2
Damit erhalt man die Abschatzung
0 < 6y < Dy,

wobei
D, = 227072 4. 227P,

Ein Zweibit-Sprung von b auf b — 2 tritt genau dann auf, wenn

F(N)<2b‘2.
Aus

F(N —N

(V)= -

folgt hierfur die notwendige Bedingung
x<1+6b<1+Db

Ein Zweibit-Sprung ist somit nur moéglich, wenn der normierte Wert x nahe am unteren
Rand x = 1 seines Bitintervalls liegt.

Nach einem Zwelibit-Sprung verandert sich diese Lage grundlegend. Sei B die Bitlange
des Ausgangswertes eines solchen Sprungs. Der Folgewert besitzt dann die Bitlange

B — 2. Seine auf dieses neue Bitintervall bezogene Normierung erfullt

_EN) _
Xgp_p = F = ZXB - 2(53.

Wegen xz = 1 und 65 < Dy folgt



XB_2 > 2 - ZDB.

Der Folgewert liegt damit wieder im oberen Bereich seines neuen Bitintervalls.

Angenommen, auf demselben Abstiegsweg tréate spater ein weiterer Zweibit-Sprung
mit einer Ausgangsbitlange k > 8 auf. Zwischen dem ersten Zweibit-Sprung bei
Bitlinge B und diesem zweiten Zweibit-Sprung bestehen ausschlief3lich Einbit-

Schritte. Fur den normierten Wert bei Bitlange k folgt daher

B-2

Xg >2—2Dg — Z D;.
j=k+1

Far B = k + 2 qilt
B-2 co
2Dg + z D; < Z D;.
j=k+1 j=k+1

Dies folgt aus Dgz_; > D > 0 und der Positivitat aller weiteren Summanden.

Sk: Z D',

Definiert man

j=k+1
so ergibt sich wegen k > 8
Si < Ss.
Fir Sg erhalt man explizit
S L 174+ 16V2
S = 2(22-1/2 +227) = —g— ~ 0619178,

j=9
Damit muss fir einen moglichen zweiten Zweibit-Sprung mit Ausgangsbitlange k > 8

gelten
x> 2 —S8g =~ 1,380822.

Andererseits verlangt ein Zweibit-Sprung bei k > 8
Xk < 1+Dk S1+D8

Wegen
Dg = 17 = 0,265625
8764

folgt
x, < 1,265625.



Die beiden Bedingungen
x, > 1,380822

und
x, < 1,265625

sind unvereinbar. Damit kann auf einem vollstdndigen Abstiegsweg hochstens ein
Zweibit-Sprung auftreten, dessen Ausgangswert eine Bitldange von mindestens 8
besitzt.

Fir den verbleibenden endlichen Bereich

1<N<128

konnen samtliche Werte vollstandig gepruft werden. Die maximalen Zahlen von

Zweibit-Springen innerhalb dieses unteren Bereichs lauten:

Terminalwert maximale Zahl der Zweibit- Beispiel
E(N) Springe
1 2 17-7-1
2 2 33-12-2
3 2 34-513-3
6 1 16 -6
Tabelle 1

Oberhalb dieses Bereichs kann hdchstens ein weiterer Zweibit-Sprung auftreten.

Damit folgt fur einen vollstandigen Abstiegsweg
J(N) <3.

Fur Wege mit Terminalwert 6 gilt sogar
J(N) < 2.

Die globale Schranke J(N) < 3 ist scharf. Der Abstiegsweg
136 558 -522->7-1

besitzt die Bitlangenfolge
8-6-5-3-1

und damit die Bitverluste
2,1, 2, 2.



Es treten somit tatsachlich drei Zweibit-Spriinge auf. Der erste besitzt die

Ausgangsbitlange 8, die beiden weiteren liegen im endlichen unteren Bereich.

1.4 Pfadlange und Bitlange

Sei
NO = N, Nl’ ""NP(N)—I = E(N)

ein vollstandiger Abstiegsweg eines nichtterminalen Startwertes N, wobei P(N) die
Anzahl der Positionen einschlief3lich Startwert und Terminalwert bezeichnet. Der Weg
besitzt somit

P(N) -1

Operatoranwendungen.
Jeder Ubergang verringert die Bitlange entweder um ein oder um zwei Bit. Sei J(N)
die Anzahl der Zweibit-Spriinge. Dann besitzen P(N) — 1 —J(N) Ubergange einen
Bitverlust von eins und J(N) Ubergange einen Bitverlust von zwei. Der gesamte
Bitlangenverlust ist daher
b — bitlen(E(N)) = (P(N) —1—J(N)) + 2J(N)
=P(N)—1+]J(N).
Damit gilt die exakte Identitat
P(N) = b — bitlen(E(N)) + 1 — J(N).
Aquivalent folgt
b — P(N) = bitlen(E(N)) — 1 + J(N).
Die vier Terminalwerte besitzen die Bitlangen
bitlen(1) =1,
bitlen(2) = bitlen(3) = 2,
und
bitlen(6) = 3.
Fur Wege mit Terminalwert 1 gilt bei jedem nichtterminalen Startwert zusatzlich
J(N) = 1.

Die Gleichung F(N) = 1 besitzt als unmittelbare nichtterminale Vorgénger nur 4 und
7. Beide letzten Ubergange,
4-1



und
7 -1,

verringern die Bitlange um zwei. Zusammen mit J(N) < 3 folgt fur diese Klasse
1<b—-P(N)<3.

Fir die Terminalwerte 2 und 3 gilt wegen ihrer Bitlange zwei und der globalen
Schranke J(N) < 3
1<h-P(N) <4

Fur den Terminalwert 6 gilt nach der terminalwertspezifischen Schranke J(N) < 2
2<bh-P(N) < 4.

Damit ergibt sich fur jeden nichtterminalen positiven Startwert unabhangig von seiner
Terminalklasse die globale Schranke
1<b-P(N) <4

Aquivalent gilt
b—4<P(N)<bh-1.

Die Pfadlange eines vollstandigen Triatrad-Abstiegs unterscheidet sich somit
unabhéngig von der Grol3e des Startwertes um hochstens vier Positionen von dessen
Bitlange. Insbesondere folgt

P(N) =b+0(1).

Diese Aussage ist starker als eine lediglich lineare asymptotische Schranke. Der
vollstandige Abstiegsweg besitzt nicht nur die Grol3enordnung der Bitlange, sondern

weicht von ihr um eine global beschrankte additive Konstante ab.

1.5 Zweibit-Springe bei beliebig gro3en Ausgangswerten

Die starke Konzentration der empirisch beobachteten Zweibit-Springe auf kleine
Bitlangen bedeutet nicht, dass solche Springe nur in einem beschrankten
Zahlenbereich auftreten kdnnen. Es existiert vielmehr eine unendliche Familie beliebig
grol3er Ausgangswerte, bei denen unmittelbar ein Zweibit-Sprung erfolgt.

Seifira>1
N, = 224,

Da N, ein Quadrat ist, gilt



t(N,) = 2%

Der Triatrad-Nachfolger lautet daher

292% + 1)
F(Ng) = 2%0 = —=——

— 22a—1 _ 2a—1
= 20-1(22 — 1),
Fiara > 1 gilt
2202 < F(N,) < 2%¢71,

Damit besitzt der Ausgangswert die Bitlange
bitlen(N,) = 2a + 1,

wahrend fur den Folgewert
bitlen(F(N,)) =2a—1

gilt. Folglich ist
bitlen(N,) — bitlen(F(N,)) = 2.

Jeder Wert der unendlichen Familie
N, =224

erzeugt somit einen Zweibit-Sprung. Da a beliebig grol3 gewéhlt werden kann, treten
Zweibit-Sprunge bei beliebig grofen Ausgangswerten auf.

Die globale Beschrankung betrifft daher nicht die Gro3e moglicher Zweibit-Spriinge im
Zahlenraum, sondern ihre Anzahl entlang eines einzelnen vollstandigen

Abstiegsweges.

10



2 KQ-Struktur und Trichtergeometrie

2.1 Verwendete KQ-Metadaten

Fiur die folgende strukturelle Betrachtung wird nur ein kleiner Teil der bereits
eingefuhrten KQ-Metadaten bendtigt. Die vollstandige Konstruktion von KQ und KFS
ist Gegenstand der vorausgehenden Arbeit zu den KQ/KFS-Strukturen? und wird hier
nicht erneut gezeigt.

Fur einen Wert N sei t, = t,(N) die eindeutige KQ-Gruppennummer mit
tg(tg —1) < N < t4(t; + 1).
Mit
ty =t;—1

ist die Gruppenidentitat
NO - tq(tq - 1)

Die Position von N innerhalb seiner Gruppe ist
GP = N — N,.

Damit kann jeder Wert unmittelbar in der Form

N =t,(t; — 1) + GP

geschrieben werden.
Fur GP = 0 liegt die Gruppenidentitat N, vor. Die echten Gruppenmitglieder besitzen

die Positionen
GP=1,..2t; — 1.

Das Quadratzentrum GZ liegt bei

GP =t,
und damit bei
N = tZ.

2 MeiRner, A. (2025). KQ-KFS-Strukturen: Zur geometrischen Emergenz arithmetischer Realitit. Eine Analyse
Kanonisch-Quasiquadratischer Gruppen (KQ) und K-Fokaler-Schalenstrukturen (KFS) als Strukturformen
informationstragender Rdume. Zenodo. https://doi.org/10.5281/ZENODO.15683651
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Fur 1 < GP < t, liegt N auf der linken Gruppenseite NL, fir t, < GP < 2t, — 1 auf der

rechten Gruppenseite NR. Die Anzahl der echten Gruppenmitglieder betragt somit

2ty — 1,

woraus die Folge der Gruppenbreiten

entsteht.

1,3,5,7,9, ...

Die Abbildung 1 zeigt diese Struktur fur N =1 bis N = 31. Grun markiert sind die

Gruppenidentitaten N, und rot die Quadratzentren GZ.
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Abbildung 1: KQ-Gruppe N=1bis N =31
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2.2 Die Verjungung der KQ-Gruppen
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Wird die KQ-Struktur mit abnehmender Gruppennummer betrachtet, verringert sich die

Zahl der echten Gruppenmitglieder bei jedem Ubergang um zwei:

Die Quadratzentren

2t, —1 - 2t, — 3.

12,22,32%,42, .,
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bilden dabei die jeweilige Gruppenmitte. Die KQ-Gruppen besitzen damit eine
naturliche Trichtergeometrie: Mit sinkender Gruppennummer verschwindet auf jeder
Seite jeweils eine Position, wahrend das Quadratzentrum als eindeutige Mittelposition
erhalten bleibt.

Besonders deutlich wird diese Verjingung beim elementaren KQ-Abstieg
K(N) = N — ts(N).
Fur die erste linke Position einer Gruppe gilt
NGPI ES tq(tq - 1) + 1

Daraus folgt
= (t, — D>
Der Wert (t, — 1)* ist genau das Quadratzentrum der nachstkleineren KQ-Gruppe.

Somit gilt allgemein

GP1,, — GZ,, ;.

Beispiele sind
7 > 4,

13-09,

21 - 16.
Diese Abbildung ist eine direkte Folge der um zwei abnehmenden Gruppenbreite. Die
auRerste linke Position GP1 rastet beim Verengen der KQ-Struktur genau auf dem
Zentrum der kleineren Gruppe ein.
Die rechte Gruppenseite besitzt dagegen keinen entsprechenden Randkollaps.

Schreibt man eine NR-Position als
GP=t,+s, 1<s<t,-1,
so ergibt sich
K(N) =tq(tg — 1) +s.

Der Wert liegt damit auf der linken Seite derselben KQ-Gruppe. Die rechte Seite wird

durch den N — t,-Abstieg zunachst auf die linke Seite zurtckgefihrt, wahrend die linke

Randposition GP1 beim weiteren Verengen exakt auf ein Quadratzentrum trifft. Die

Trichterwirkung ist daher strukturell nicht beidseitig identisch.

13



3 Verbindung zwischen KQ und Triatrad

3.1 Dreieckszahlen als halbierte Rechteckstruktur

Der Triatrad-Operator verwendet die Dreieckszahl
_tg(tg + 1)
tq - 2 "

Die Gruppenidentitat der folgenden KQ-Gruppe ist
No(tg + 1) =t (tq + 1).

Damit gilt unmittelbar

CNo(tg+ D
W= g

Die im Triatrad subtrahierte Dreieckszahl ist somit exakt die Halfte einer Rechteckzahl,
die zugleich eine KQ-Gruppengrenze definiert. Der Dreieckszahlenabstieg und die KQ-
Gruppenstruktur beruhen damit auf demselben Produkt zweier aufeinanderfolgender
natdrlicher Zahlen.

Fur die folgende Herleitung ist jedoch keine geometrische Interpretation dieser
Identitat erforderlich. Entscheidend ist, dass sich der Triatrad-Operator vollstandig in

den KQ-Koordinaten t, und GP ausdrtcken lasst.

3.2 Der Triatrad-Operator in KQ-Koordinaten

Mit
N =t,(ty — 1) + GP
folgt
F(N)=N-T,
ty(ty +1

= t,(ty — 1) + GP —%.

Damit ergibt sich
t,(t, —3
F(N) = % + GP.

Aquivalent kann geschrieben werden

F(N) =T, _, — 1+ GP.

14



Innerhalb einer festen KQ-Gruppe wirkt der Triatrad damit als einfache Translation der
Gruppenposition GP. Die Reihenfolge der KQ-Positionen bleibt erhalten. Insbesondere
gilt fir die ausgezeichnete Randposition GP1

F(GP1) =T -2

Fir das Quadratzentrum der nachstkleineren Gruppe gilt ebenfalls
F(Gth—1) = th—z-

Damit erhalt man die Identitat

F(Gpltq) = F(Gth_l).

Die durch den KQ-Trichter miteinander verbundenen Positionen GP1,, und GZt -1
werden vom Triatrad also auf denselben Folgewert abgebildet. Fir die ersten drei Falle
ergibt sich
F(7)=F#4) =1,
F(13) = F(9) = 3,
F(21) = F(16) = 6.
Die im KQ-Abstieg sichtbare Trichterstruktur und die Triatrad-Dynamik sind damit

algebraisch unmittelbar miteinander verzahnt.

3.3 Die vier Terminalwerte am Boden des KQ-Trichters

Ein positiver Wert ist terminal, wenn der n&achste Triatrad-Schritt nicht mehr positiv ist:
F(N) < 0.

Mit der KQ-Darstellung folgt die Bedingung

te(tg —3)

GP < 0.
> + <

Fur t, = 1 liefert dies den einzigen positiven Wert
N=1.

Fur ¢, = 2 sind genau die Positionen GP = 0 und GP = 1 mdglich. Sie entsprechen
N =2, N =3.
Fur ¢, = 3 bleibt ausschlieBlich GP = 0, also
N = 6.

Ab t, = 4 gilt bereits
15



tqe(tg —3)

> 0.
2

Da zusatzlich GP = 0 ist, folgt fur jede KQ-Gruppe mit t, > 4
F(N) > 0.

Somit kann aufRerhalb der drei untersten KQ-Gruppen kein weiterer Terminalwert
auftreten. Die vollstandige Terminalmenge ist daher
{1,2,3,6}.

In KQ-Koordinaten erscheinen diese vier Werte als

N t, GP
11 1
2 2 0
3 2 1
6 3 0

Die Vierterminalitat ist damit nicht auf eine empirische Suche nach kleinen Endwerten
angewiesen. Die KQ-Trichtergeometrie beschrankt mogliche Terminalpositionen von
vornherein auf ihren unteren Bereich, wahrend die KQ-Form des Triatrad-Operators
ab t, = 4 jeden weiteren terminalen Zustand ausschlief3t.

Da jeder nichtterminale Triatrad-Schritt einen kleineren positiven Wert erzeugt, erreicht
jeder Abstiegsweg nach endlich vielen Schritten einen dieser vier Werte. Die vier

Terminalwerte erzeugen folglich die vier disjunkten Ruckwartsbaume

|N>0 =61U62UC3U66

16



4 Inverse Verzweigung und Informationsstruktur

4.1 Zwei regulare Vorganger

Neben dem vorwarts gerichteten Bitverlust besitzt auch die inverse Triatrad-Struktur
eine auffallige binare Eigenschaft. Sei X ein positiver Zielwert und N ein unmittelbarer
Vorganger mit

F(N) = X.

Fir einen moglichen Gruppenindex m = t(N) gilt
N =X+T,.

Damit N tatsachlich zur KQ-Gruppe m gehort, muss
mm—-—1)<X+T, <m@m+1)
gelten. Nach Einsetzen von T,,, = m(m + 1) /2 ergibt sich die 4quivalente Bedingung

m(m — 3)

> <X <Tp.
Sei nun r eindeutig durch

T,_1<X<T,
bestimmt. Dann erflillen die beiden Indizes
m=r
und
m=r+1

stets die Vorgangerbedingung. Somit besitzt jeder positive Triatrad-Knoten
mindestens zwei unmittelbare Vorganger.

Ein dritter Vorgéanger mit

m=r+2
ist genau dann mdglich, wenn
X=T,—1.
Damit gilt
3, X=T,—1flreinr
#F-L(X ={ ’ r ’
) 2, sonst.

17



Die regulare inverse Triatrad-Struktur ist folglich bindr. Nur an den unmittelbar

unterhalb einer Dreieckszahl liegenden Knoten tritt eine dritte Verzweigung auf.

4.2 Seltenheit der Dreifachverzweigungen
Die Ausnahmezustande besitzen die Form
X=T, -1

Bis zu einer Schranke M gibt es daher nur ungeféhr so viele Dreifachverzweigungen,

wie Dreieckszahlen unterhalb von M liegen. Ihre Anzahl wachst somit lediglich in der

GroRRenordnung
0(M).
Relativ zu den M untersuchten positiven ganzen Zahlen betréagt ihr Anteil daher
O(M—l/Z)
und verschwindet fur
M — oo,

Die inverse Triatrad-Struktur ist damit asymptotisch fast Uberall eine

Zweifachverzweigung.

4.3 KQ-Interpretation der Riuckwartsmehrdeutigkeit

Die KQ-Darstellung des Triatrad-Operators lautet
F(N) =T, — 1+ GP.

Ist die Ursprungsgruppe t, bekannt, so kann die Gruppenposition aus einem Zielwert
X = F(N) unmittelbar rekonstruiert werden:
GP=X~—T, ,+1.

Anschlie3end folgt der urspriingliche Wert eindeutig aus
N =t,(t; — 1) + GP.

Innerhalb einer festen KQ-Gruppe geht beim Triatrad-Schritt somit keine
Mehrdeutigkeit der Gruppenposition verloren. Die inverse Mehrdeutigkeit entsteht
dadurch, dass derselbe Zielwert reguldr aus zwei verschiedenen zulassigen KQ-

Gruppen stammen kann.
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Fur einen regularen Zielwert besteht die Ruckwartsentscheidung daher aus der
Auswahl zwischen genau zwei Ursprungsgruppen. Diese Auswahl kann durch eine

einzige binare Entscheidung codiert werden:
log,2 = 1.

An den seltenen Dreifachverzweigungen reicht eine einzelne binare Auswahl dagegen
nicht aus.

Diese Aussage ist von einem Shannon-Informationsverlust des Vorwartsschrittes zu
unterscheiden. Die Bitlange eines ganzzahligen Wertes ist keine Shannon-Entropie.
Die strukturelle Ubereinstimmung besteht darin, dass der Vorwartsweg fast tiberall
genau eine binare GroRRenstufe verliert, wahrend der Rickwartsweg fast tberall genau

eine bindre Auswahl zwischen zwei mdglichen Ursprungsgruppen bendtigt.

Damit stehen zwei Eigenschaften desselben Operators einander gegentber:

|vorwarts: regular ein Bit Bitiangenverlust|

und

|rl','lcsz'a'rts: regular zwei mogliche Vorgénger.|

Die KQ-Koordinaten prazisieren diese zweite Aussage: Nach Festlegung der

Ursprungsgruppe ist der Vorganger vollstandig bestimmit.
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5 Schlussbetrachtung

Die Untersuchung zeigt, dass die Bitlangendynamik des kanonischen Triatrads
wesentlich starrer ist, als eine bloRe asymptotische Halbierung vermuten lasst. Fur
jeden nichtterminalen Schritt gilt exakt

bitlen(N) — bitlen(F(N)) € {1,2}.

Ein Verlust von drei oder mehr Bit in einem einzelnen Schritt ist ausgeschlossen.
Zweibit-Springe sind zwar auch bei beliebig gro3en Zahlen méglich, ihre Zahl auf
einem vollstandigen Abstiegsweg ist jedoch global beschrankt:

J(N) < 3.

Fir die Anzahl P(N) der Positionen eines vollstandigen Abstiegsweges folgt daraus
die exakte Identitat
P(N) = b — bitlen(E(N)) +1—J(N)

und damit die globale Schranke

lb—4<P(N)<b—1)]

Die Pfadlange unterscheidet sich folglich unabhangig von der Gré3e des Startwertes

nur um eine beschrankte additive Konstante von dessen Bitlange:

|[P(N) =b+0(1).|

Die KQ-Darstellung liefert hierzu eine ergédnzende strukturelle Sicht. Mit
N =t,(t; — 1)+ GP

nimmt der Triatrad-Operator die Form

t,(t; — 3)

F(N) =2 S +GP

an. Damit ist der Operator innerhalb jeder KQ-Gruppe eine positionshewahrende
Translation. Zugleich erklart die Verjungung der KQ-Gruppen die ausgezeichnete
Beziehung

GP1, = GZ¢ _y,

wobei beide Positionen vom Triatrad anschlieend auf denselben Folgewert
abgebildet werden.
Am unteren Ende der KQ-Struktur liefert die Bedingung F(N) < 0 ausschliel3lich die

vier positiven Werte
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Fur t, > 4 ist ein weiterer terminaler Zustand bereits aufgrund der KQ-Form des

Operators ausgeschlossen. Die bekannte Vierbaumzerlegung des Triatrads erscheint
damit zugleich als arithmetische und als strukturelle Eigenschaft derselben
Rechteckzahlengeometrie.

Auch die inverse Dynamik zeigt eine bindre Grundstruktur. Jeder Knoten besitzt
reguldr genau zwei unmittelbare Vorganger; nur die Werte unmittelbar unterhalb einer
Dreieckszahl besitzen drei. Die regulare Ruckwéartsentscheidung entspricht damit
einer Auswahl zwischen zwei moglichen Ursprungsgruppen, wahrend die
Gruppenposition innerhalb einer gewdahlten KQ-Gruppe eindeutig rekonstruierbar
bleibt.

Der kanonische Triatrad verbindet somit drei eng gekoppelte Strukturen: einen bis auf
global beschrankte Ausnahmen exakten Einbit-Abstieg, eine vierteilige terminale KQ-

Trichtergeometrie und eine nahezu Uberall binare inverse Verzweigung.
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